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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1962. Том 145, № 2 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

Л. Д. ФАДДЕЕВ 

СТРОЕНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 
СИСТЕМЫ ТРЕХ ЧАСТИЦ И ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 28 II 1962) 

В настоящей работе получено представление для резольвенты оператора 
энергии системы трех частиц в нерелятивистской квантовой механике, при 
помощи которого изучается непрерывный спектр этого оператора, доказы
вается теорема разложения по его собственным функциям и исследуется 
асимптотика при больших 11 \ решений соответствующего нестационарного 
уравнения Шредингера. Метод исследования является развитием подхода, 
предложенного в (*), 

1. Введем основные обозначения и понятия. Рассматриваемый оператор 
Н действует в гильбертовом пространстве ф = Хг (Ев) квадратично инте
грируемых функций / р) двух трехмерных векторов k и р. Нам удобно 
использовать три системы координат в Е6: (&2з> Pi)» (&3i> Рг) и ( î2> Рз)> связь 
между которыми следует из соотношений 

k23 = —P2— V2P1 = Ps + 7* ft 0 ) 

и получающихся из (1) всевозможными циклическими заменами индексов. 
В случае, когда нам безразлично, какую из систем переменных использо
вать, мы будем писать k и р без индексов. Для сокращения формул удобно 
ввести индекса, пробегающий значения 1, 2 и 3 или 23, 31 и 12 в зависимости 
от того, при какой величине он стоит. 

Оператор Я определяется следующим образом: 

H = H0 + V23 + V31 + V12. (2) 

Здесь # 0 — оператор умножения на функцию 

^+7«р; = ^+эд=*! в+74А>г (3) 
и операторы Уа (а = 23, 31, 12) имеют ядра 

V« (k, р; k', р') = va (ka - k'a) б (ра - р'а). (4) 

Относительно функций va(q) мы требуем выполнения условий 
\va(q)\<K(\+\q\)-*-\ е 0 > 0 ; (5) 

\Va(q)-va(q + h)\^K(l+\q\)-^\h\^, щ , > 7 « - (6) 

Основной результат работы (г) можно сформулировать следующим 
образом: пусть 

Я(г)= \Н - г / ) " 1 ; Ra{z) = (Ha-zl)-1; Ha = H0+Va. (7) 

При условии (5) для R(z) справедливо представление 

R (z) = R0 (z) + 2 (Ra (z) - R0 (z)) + R0 (z) (2 № a P (z)) Я 0 ( 2 ) , (8) 
a a, /3 
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где Wар (z) — интегральные операторы ядер, для которых при lmz=f=0 
выполняются оценки: 

| (ft, р; ft', p ' ; z ) | < КМ (ft, р; А', р'; в) (1 + р\ + р'^Г1. (9 ) 

Здесь е < е 0 и 

М (Л, р; ft', р'; в) = 2 «1 + 1 Л - р; |) (1 + | Рз - Р^ I)}" 1" 5 . (Ю) 

2. Сформулированное утверждение получается в (*) на основании 
исследования системы интегральных уравнений для Wa&{z): 

W-at (г) = № £Ц (2) - Та (г) R0 (z) 2 (z). . (11) 
Уфа 

Мы здесь используем краткую запись для интегральных операторов. 
Ядро Та (z) имеет вид 

Та (ft, р; ft', р'; z) = 4 ( f t . , ft'a, 2 - 3Др2

а) Ь (р в - р'а). ( 12 ) 

Свободный член определяется следующим образом: 

W®=0; W%(z) = Ta(z)R0(z)n(z)) <хфр. (13) 

Ядра 4 (ft, ft', z) являются решениями уравнений 

t*(k, ft', Z) = Va (ft - ft') — \vaik- ft") (ft"2 - Z) ta (ft", ft', Z) dk\ (14) 

с которыми приходится иметь дело при изучении операторов 

haf (ft) = ft2/ (ft) + J v* (ft - ft') f (ft') dk', ( 15 ) 

действующих в 22{E3) и соответствующих задаче двух частиц. При ус
ловиях (5) и (6) на va(q) операторы Ла имеют непрерывный спектр на 
положительной части вещественной оси и конечное число неположитель
ных собственных значений конечной кратности. Для упрощения записи 
формул мы будем считать, что каждый ha имеет по одному простому 
собственному значению в точке — х* ' < 0, соответствующие нормиро
ванные собственные функции обозначим через if>a(ft). В этом случае для 
ядер ta{k,k',z) справедливо представление 

ta (ft, ft', Z) = ф а (k)^W)(Z + Til)'1 + ta (ft, ft', Z), ( 16 ) 

где <p a(ft) = (ft2 + x*№a(ft). Для cpa(ft) и ta(ky ft', z) выполняются оценки, 
аналогичные оценкам (5) и (6) для va{k) и va{k — ft'), соответственно, 
с показателями е < е 0 и n < j i 0 . Оценки для 7a{k,k',z) равномерны по 
г на всей комплексной плоскости с разрезом по положительной части 
вещественной оси. Предельные значения Та (ft, ft', г) на разрезе удовлет
воряют условию Гёльдера по z с показателем \i = 1/2. 

Итерирование системы (11) подсказывает нам характер особенностей 
ядер, fl?a£ (ft, р; ft', р'; z) в окрестности вещественной оси. Пусть Wa& (z) 
означает результат п-й итерации. С помощью сведения системы ( 11 ) к 
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операторному уравнению с вполне непрерывным оператором в подходяще 
выбранном банаховом пространстве и на основании исследования соот
ветствующего однородного уравнения получается следующий результат: 

2 

Т е о р е м а 1. Для ядер Qap (z) = Wa$ (z) — 2 Ŝ? (z) справедливо пред
ав 

ставление 
оо 

Qap {k, p; k', p'\ z) = Qag {k, p; k', p'\ z) + 

Фа(*а) ^ / ' 4 /174 

ОО 

#dpa Qap(z) удовлетворяют оценкам (9), а <шгобь/ получить оценки для 
оо о* ** 

ядер Qap(z), Qaj3(z) или Q^(z)Hado в правой части (9) положить &а = 0, 
ftp = 0 или одновременно fta = О и ftp = О, соответственно. Аналогичные, 
оценки выполняются для гёльдеровских разностей с показателем ^<ixU 
по всем переменным, от которых зависят эти ядра. Описанные оценки 
равномерны по z в любой конечной области комплексной плоскости с раз
резом по положительной части вещественной оси, идущим на оо от точки 
Х0 = — max (хгз, и2!, Х2

2) за исключением окрестностей вещественных точек 
%п> п = 1, • • • > которые являются точками дискретного спектра опера
тора Н. Точки Хп сосредоточены на конечном отрезке и могут иметь 
точками накопления только точки — х | (а = 23, 31, 12). 

Представление типа (17) естественно выписывается и для самих ядер 
оо #о о* ** 

Wa£ (Z). Соответствующие ядра будем обозначать через Wa&9 Wa&9 Waa, W^-
Эти ядра содержат слагаемые, происходящие из первых трех итераций, 
Для которых оценки типа (9) не справедливы. Однако особенности этих 
слагаемых можно исследовать специально. 

3. С помощью изученного поведения резольвенты оператора Я мы 
можем полностью охарактеризовать его спектр. Кроме дискретного 
спектра в точках %п {п = 1 , . . . ) Н имеет абсолютно непрерывный спектр 
на полуоси [А,0, оо). Дадим более подробную характеристику этого 
спектра. Пусть ф 0 = Ф и ф а (а = 23, 31, 12) — три экземпляра простран
ства £2{Е3). Пусть D 0 , D a — плотные множества в ф 0 и ф а , состоящие из 
функций f0(ft, р) и / а (р ) , финитных, достаточно гладких и исчезающих 
в окрестности поверхностей ft2 + 3 / 4 р 2 = л̂> — и* + 3 / 4 р 2 — соответст
венно. Для foGA) и fa б D a имеют смысл выражения: 

U$*U (*. Р) = fo (*, Р) - Ц {2 Та (ft, р; ft', р'; со; =р «О) -

- 2 (*. Р; V, р ' \ со;+и)} (ft2 + 3 / 4 Р 2 - Ч + fo (*', Р') dkfdP\ \щ 

V^U (Р) = % (fta) fa (р а) - \ (2 (ft, р; р'а; со'а =F Ю) + 
+ % (ад (х& - з д PI + < =F ю г ^ * . (/у, р; ; со; + ю)>) Х 

х (ft2 + 3 / 4 Р 2 - с о ; + ю г 1 fa ( p ; ) V a ; (19) 
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Теорема 2. Операторы £/0 и U\ продолжаются при замыкании 
до изометрических операторов, действующих из ft0 в ft или из fta в ft, 
соответственно. Справедливы утверждения: 

I. ехр {iHt} U^fo (k, р) = Up (ехр {iv0t} f 0 (k, р)), 

ехр {iHt} uPf* (ра) = U<P (ехр {mat} fa (ра)). 

II. (UPU, Ujpgfo = ( f e , ga)^6a,, a = 0, 23, 31, 12. 

III. Для любой /6ft, ортогональной всем собственным функциям дис
кретного спектра Я , однозначно определяются 6 § 0

 a f « t ) € fta (<* = 23, 
31, 12) такие, что 

f = £/<±v<±> + u&>& + u£Y£ + u&№. 

Утверждение I позволяет называть ядра операторов (/о±) и соб
ственными функциями непрерывного спектра оператора с собственными 
значениями со0 и соа, соответственно. Утверждение II содержит условия 
ортогональности и нормировки, а III — полноты этих функций. 

4. Полученные результаты позволяют изучить асимптотику при боль
ших | / | оператора ехр {iHt}. 

Пусть Р а —проектор в ft на подпространство, образованное функ
циями вида i|)a(fta)f (pa), где f (р) произвольно. 

Теорема 3. Существуют сильные пределы 

*->±00 t-*±QQ 

При этом 
VPf = £/£=>/; (l|)af a) = U<Pfa. (20) 

В прямой сумме & = § 0 © ft23 ® ftsi © fti2 можно рассмотреть оператор 
S, определяемый матрицей 

5 a / 3 = £/a

+)* (a, p = 0, 23, 31, 12). (21) 
Из теоремы 2 следует унитарность оператора S в Щ. Результат тео

ремы 3 позволяет называть его оператором рассеяния для системы, 
описываемой оператором Я . Нетрудно установить связь ядер операторов 
S a0 с ядрами Wafi(z). За недостатком места даы не приводим соответст
вующих формул. 

Ленинградское отделение Поступило 
Математического института им. В. А. Стеклова 21 II 1962 

Академии наук СССР 
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