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МАТЕМАТИКА 

Л. Д. ФАДДЕЕВ 

О ВЫРАЖЕНИИ ДЛЯ СЛЕДА РАЗНОСТИ ДВУХ СИНГУЛЯРНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ТИПА Ш Т У Р М А - Л И У В И Л Л Я 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 1 III 1957) 

И . М . Г е л ь ф а н д и Б . М . Л е в и т а н ( г ) и с с л е д о в а л и в о п р о с о в ы р а ж е н и и 
с л е д а д л я р а з н о с т и д в у х р е г у л я р н ы х о п е р а т о р о в т и п а Ш т у р м а — Л и у в и л л я . 
В р а с с м о т р е н н о м и м и с л у ч а е о б а о п е р а т о р а и м е ю т д и с к р е т н ы й с п е к т р . 
О д н а к о в к в а н т о в о й т е о р и и п о л я ( 2 ) в о з н и к а е т в о п р о с о к о н е ч н о с т и с л е д а 
р а з н о с т и д в у х о п е р а т о р о в , к а ж д ы й и з к о т о р ы х и м е е т н е п р е р ы в н ы й 
с п е к т р . В н а с т о я щ е й р а б о т е э т о т в о п р о с р а с с м а т р и в а е т с я н а п р о с т е й ш е м 
п р и м е р е д в у х о п е р а т о р о в т и п а Ш т у р м а — Л и у в и л л я н а и н т е р в а л е (0, о о ) . 
П о л у ч е н н ы е у с л о в и я и в ы р а ж е н и е д л я с л е д а с о в п а д а ю т с п о л у ч е н н ы м и 
в р а б о т е 

1. М ы б у д е м р а с с м а т р и в а т ь д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е о п е р а т о р ы т и п а 

Ly = -y" + q(x)yt у(0) = 0. (1> 
оо 

Е с л и ^ x\q(x)\dx<^oo, т о о п е р а т о р L и м е е т н е п р е р ы в н ы й с п е к т р н а 

о 
п о л у о с и 0 < ; Х < < о о и к о н е ч н о е ч и с л о о т р и ц а т е л ь н ы х с о б с т в е н н ы х з н а ч е ­
н и й Х = — х] . С п е к т р а л ь н а я ф у н к ц и я £ х п р и Х > 0 я в л я е т с я и н т е г р а л ь ­
н ы м о п е р а т о р о м с я д р о м в (х> у, X), к о т о р о е и м е е т п р о и з в о д н у ю п о X: 

~ в (х, у, X) = со (*, X) со (у, X), (2) 

г д е со (х, X) — н о р м и р о в а н н ы е н а 8(Х — X ' ) с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и н е п р е ­
р ы в н о г о с п е к т р а . О н и т о л ь к о м н о ж и т е л е м о т л и ч а ю т с я о т р е ш е н и й ср (я , k) 
у р а в н е н и я 

ср" (х, k) + & 2 с р (ху k) = q (х) ср (х, k)\ 

ср(0,АО = 0; с р ' ( 0 , £ ) = 1; (3) 

k = y i ; — о о < £ < о о ; 

п р и х—>оо <f(x, k) и м е е т а с и м п т о т и к у ( 3 ) : 

ср (х, k) = ^ Sin (kx - 7] (k)) + o ( l ) . (4) 

З д е с ъ A (k) и 7j (k) — м о д у л ь и а р г у м е н т ф у н к ц и и М (k): 

со 

M(k)=l+ \ eikxq (х) ср (х, k) dx; 
о (5) 

т) ( - £ ) = - ? ) ( £ ) ; A(-k) = A(k). 
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Л е м м а 1. Если q(x) имеет две непрерывные интегрируемые про­
изводные, то имеет место оценка при k-*oo: 

М <*> - 1 - ш \я (0 * + i Я Ф) - Ш [ \я (О dtj + О (4т). (6) 
О 

оо 

Лемма 2. Если \^ x2\q(x)\dx<^oo, то функция t\(k) непрерывно 
о 

дифференцируема. Кроме того, при этом условии можно дифференциро­
вать по k асимптотические формулы типа (4 ) . Так, для решения 

b(x, k) = -JTJT¥(X, k) справедлива следующая оценка: 

№>Ь)=Ъ*1 (*> * ) = ( * - Ч (*))cos (kx- vj(ft)) + o ( l ) . (7 ) 

Л е м м а 3. Имеет место представление 

» П Л ( * ) « 4 Р Г ^ Л + 2 1 1 П ^ ± 1 ( 0 < * < О О ) . ( 8 ) 

о / = i 
З д е с ь индекс Р означает, что интеграл понимается в смысле Коши; 
— х2

г — дискретные собственные значения. 
2. Р а с с м о т р и м т е п е р ь д в а о п е р а т о р а с п о т е н ц и а л а м и qx(x) и q2(x), 

о б о з н а ч и в и х , с о о т в е т с т в е н н о , Lx и L 2 . 
О п р е д е л и м с л е д р а з н о с т и Lx — Ь2 с л е д у ю щ и м р а в е н с т в о м : 

R 

S p (Lx- L2) SEE l i m \ld[Sp - £ i 2 ) ) ] = 
R-+ oo J 

—oo 
0 R N 

= Л X d S p - £ i 2 ) ) + l i m [ X f l i m W | ^ (*, X) |* - | co 2 (*, X) I 2 ] dx) dK 
—oo О 0 

Л е г к о в и д е т ь , ч т о 

( X d S p ( £ ? > - E<?) = - 2 x(D 2 + 2 * i 2 ) 2 . 

З а й м е м с я в ы ч и с л е н и е м о с н о в н о й ч а с т и с л е д а . П е р е й д е м к п е р е м е н н о й 

k = | / Х . Т о г д а в т о р о й ч л е н в в ы р а ж е н и и д л я с л е д а б у д е т и м е т ь в и д 

R N 

l i m — [ k2dk (lim [ [ф 2 (х, k) — ф 2 (х, k)] dx), 
R-+ оо тс J \ J V - оо J / 

О О 

г д е ф (х , &) = Угсйсо(*, X) — р е ш е н и е у р а в н е н и я (3), и м е ю щ е е а с и м п т о т и к у 
ф (л:, /?) = s i n (kx — 7j (&)) + о (1). С п о м о щ ь ю д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я 
д л я ф ( х , &) и о ц е н о к т и п а (4) и (7) н е т р у д н о п о л у ч и т ь , ч т о 

N 

\ f(x,k)dx = ±N- | ^ ( f t ) + ^ s i n ( 2 М - • » ] ( £ ) ) + о(1). 
О 

П о с л е и н т е г р и р о в а н и я п о k в к о н е ч н ы х п р е д е л а х и п е р е х о д а к п р е ­
д е л у п р и N->oo м ы п о л у ч и м 

R оо R 

4 \ * 2 В (tf (*, ft) - 4S (х, ft)) dx] dk = - ^ 5 ft* 4 ( 4 l - 4 e ) rfft = 
0 0 о 

R 

= - Я 2 (4i (/?) - % (/?)) + A ^ ( 4 l (*) - 7j2 (4)) л . 
0 
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Л о г а р и ф м и р у я о ц е н к у (6) д л я M(k), п о л у ч и м о ц е н к и 
00 

4(*) = i $ ? ( 0 < « + o ( i ) ; 
О 

ln^(*)=r*-*(°)+?(p)- (9) 
ОО 

Е с л и J [q± (х) — q2 (х)] dx = 0, т о 4 l (k) — T J 2 (4) = О (~). П о э т о м у м ы 

м о ж е м п е р е й т и к п р е д е л у п р и # - > о о , и в р е з у л ь т а т е п о л у ч и м 

/li Пг оо 

S p ( L x - L2) ~ - 2 x(D2 + 2 *i2>2 + 4 \k Ы (k) - T J 2 (k)) dk. (10) 
3. Н е т р у д н о т е п е р ь п о л у ч и т ь д л я с л е д а в ы р а ж е н и е , а н а л о г и ч н о е п о ­

л у ч е н н о м у Г е л ь ф а н д о м и Л е в и т а н о м . С о д н о й с т о р о н ы , в с л е д с т в и е 
о ц е н к и ?ii(k) — ri2(k) = О(l/k3) м о ж н о п о к а з а т ь , ч т о 

Hm »Р\ «У*®-*®)ds = -\s{tll(s)-ъ(s))ds, 
о о 

и , с л е д о в а т е л ь н о , у ч и т ы в а я ф о р м у л у (8) , п о л у ч и м 
tli rt, оо 

-2^ (/ 1 ) 2 +2*i 2 ) 2 + 4 \ s (4i ( s ) (*)) d s = - l i m £ 2 ( In Аг (k) - I n Л 2 ( £ ) ) . 
1=1 Z=i 0

J 

С д р у г о й с т о р о н ы , и з а с и м п т о т и ч е с к о й ф о р м у л ы (9) д л я I n A (k) 
с л е д у е т 

, l i m k2 ( In Л х (4) — I n Л 2 (k)) = -|- (^ (0) — q2 (0)). 
fe-»- 00 4 

О к о н ч а т е л ь н о п о л у ч а е м д л я с л е д а р а з н о с т и Lx — L2 в ы р а ж е н и е 

S p ( L 1 - L 2 ) = ~2x (/ 1 ) 2 + 2 ^ 2 ) 2 + 
оо 

+ |- \k Ы (*) - Ъ (*)) dk = - { (4l (0) - q% (0)). (11) 
О 

Э т а ф о р м у л а и я в л я е т с я а н а л о г о м с о о т в е т с т в у ю щ е й ф о р м у л ы Г е л ь ф а н д а 
и Л е в и т а н а . 

4 . Ф о р м у л а (11) н а м и п о л у ч е н а п р и в е с ь м а с и л ь н ы х о г р а н и ч е н и я х н а 
п о т е н ц и а л ы qt (х), а и м е н н о , qt(x) д о л ж н ы б ы т ь д в а ж д ы н е п р е р ы в н о 

оо 
д и ф ф е р е н ц и р у е м ы й ^ (1 + # 2 ) | qi(x)\dx<^oo. О д н а к о с п о м о щ ь ю п р е -

о 
д е л ь н о г о п е р е х о д а э т и о г р а н и ч е н и я м о ж н о с н я т ь . Т о ч н е е , и м е е т м е с т о 
с л е д у ю щ а я т е о р е м а : 

Т е о р е м а 1. Если выполняются условия: 
со 

а) ^ x\qi(x)\dx<Coo, i = 1, 2; 
о 

б) g (х) = qx (х) — q2 (х) непрерывна в окрестности х = 0; 
оо 

в) \ё (х) dx = О, 
о 

то след разности операторов Ьг и L2 конечен и имеет место выраже­
ние (11). 
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5 . В р а с с м о т р е н н о м в ы ш е с л у ч а е о п е р а т о р ы и м е л и п р о с т о й с п е к т р . 
С л у ч а й к о н е ч н о к р а т н о г о с п е к т р а м о ж е т б ы т ь р а с с м о т р е н н а п р и м е р е 
о п е р а т о р о в в п р о с т р а н с т в е в е к т о р - ф у н к ц и й с N к о м п о н е н т а м и 

Ly=-yT + Q(x)y, *,(0) = 0 . 

З д е с ь Q (х) — в е щ е с т в е н н а я с и м м е т р и ч н а я м а т р и ц а - ф у н к ц и я . Е с л и 

оо 

^ х || Q (х) || dx <Г оо , г д е || Q (х) || — п о д х о д я щ и м о б р а з о м в ы б р а н н а я н о р м а , 

о 
т о э т о т о п е р а т о р и м е е т А ^ - к р а т н ы й н е п р е р ы в н ы й с п е к т р н а п о л у о с и 
О < X < оо и к о н е ч н о е ч и с л о о т р и ц а т е л ь н ы х с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й к о ­
н е ч н о й к р а т н о с т и . С п е к т р а л ь н а я ф у н к ц и я Е\ я в л я е т с я и н т е г р а л ь н ы м 
о п е р а т о р о м с м а т р и ч н ы м я д р о м 6 ( я , у, X ) , к о т о р о е п р и Х > 0 и м е е т 
п р о и з в о д н у ю 

г д е Y (х, k) — м а т р и ц а — р е ш е н и е у р а в н е н и я 

Y (х9 k)" + k2X¥ (*, k) = Q(x)x¥ (х9 k)\ ЧГ (0, k) = 0, (12) 

к о т о р а я п р и х - > о о и м е е т а с и м п т о т и к у 

ЧГ(х, k) = \ . {eikxI — e~ikxS(k)} + о ( 1 ) . (13) 

З д е с ь / — е д и н и ч н а я м а т р и ц а ; 5 (4) — т а к н а з ы в а е м а я 5 - м а т р и ц а о п е р а ­
т о р а L ( это у н и т а р н а я с и м м е т р и ч н а я м а т р и ц а - ф у н к ц и я , о д н о з н а ч н о 
о п р е д е л я е м а я п о т е н ц и а л о м Q (х) (4)). 

А н а л о г т е о р е м ы 1 д л я э т о г о с л у ч а я м о ж н о с ф о р м у л и р о в а т ь с л е д у ю ­
щ и м о б р а з о м : 

Т е о р е м а 2 . Если выполняются условия: 
со 

а) ^ х || Q (х) || dx<C о о , / = 1, 2; 
о 

б) G(x) = Q i ( x ) — Q 2 (*) непрерывна в окрестности нуля; 
оо 

в) jj T r G (х) dx = О, где TvG(x) — след матрицы G(x), 
о 

то разность операторов Ьг и L 2 имеет конечный след, который выра­
жается следующим образом: 

S p (L, - L 2 ) = - 2 mj«x(i)2 + 2 m<2>*<2>2 + 

Z = l Z = l 
oo 

+ ~ ( In de t 5 X - In d e l S2) dk = - \ ( T r & (0) - T r Q 2 (0)) . (14) 
0 

Здесь mi — кратность соответствующих собственных значений. 
А в т о р в ы р а ж а е т б л а г о д а р н о с т ь п р о ф . О . А . Л а д ы ж е н с к о й з а и н т е р е с , 

п р о я в л е н н ы й к э т о й р а б о т е . 
Ленинградский государственный университет Поступило 

им. А. А. Жданова 20 II 1957 
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