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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1958. Том 120, № 6 

МАТЕМАТИКА 

О. А. ЛАДЫЖЕНСКАЯ и Л. Д. ФАДДЕЕВ 

К ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ НЕПРЕРЫВНОГО СПЕКТРА 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 17 II 1958) 

К. О. Фридрихе (V) исследовал характер спектра для оператора Ь = 
= L 0 + гК, где L0-—оператор умножения на независимую переменную в 
гильбертовом пространстве абстрактных функций, а К — интегральный опе­
ратор. При выполнении ряда условий типа гладкости и убывания, сходных 
с условиями (R) и (К) (см. ниже), и достаточно малом е он доказал уни­
тарную эквивалентность операторов L и L 0 , а также исследовал поведение 
при | /1 —> оо решения уравнения Шредингера с оператором L. Основную 
часть его исследования составляет изучение интегрального уравнения 

г (X, v) = * (К у) + i™ k (X, ц) г ((., , ) + е Р $ Ц Х ° ] ^ ' rt da (I) 

(индекс P означает, что интеграл понимается в смысле главного значения) 
для ядра r(X, fi) оператора R, с помощью которого строится оператор (У, 
осуществляющий унитарное преобразование L в L 0 . Малость е понадоби­
лась Фридрихсу для доказательства разрешимости уравнения (I). В настоя­
щей работе доказывается разрешимость уравнения (I) при любых s (мы 
полагаем в дальнейшем е = 1). 

1. О с н о в н ы е п о н я т и я и о б о з н а ч е н и я . Пусть А — комплексное 
гильбертово пространство элементов х, у , . . . со скалярным произведейием 
ху и нормой | х | = (ххУ1*. Множество измеримых функций х (X) веществен­
ной переменной X, меняющейся в промежутке / , со значениями в Л, для 
которых * ^ | х (X) j 2 dX < оо, является гильбертовым пространством (кото­
рое мы будем обозначать через Ж ) , если ввести в нем скалярное произве­
дение (х (X), у (X)) =^х (X) у (X) dl. На всех функциях, для которых 

^ А 2 1 х (X) | 2 d\ <С оо, определен оператор L0x (X) = Х # (X), который является 
самосопряженным в Ж. Пусть, далее, & ( Х , [ х ) при фиксированных X и (х из 
/ является ограниченным оператором в Л; через | & ( Х , (л) | будем обозначать 
его норму, а через & ( Х , [ л ) — сопряженный оператор. В дальнейшем на ядро 
& ( Х , { А ) будут накладываться следующие условия: 

K i + j M e + N W . p O K d , o < p f Y < i ; " (RO 

|*(Xffi)-*(»/, tO | < c 8 | x - V | e ; (R.) 

I (1 + 1 x |P) (k (X, ^ - k(x, y.')) | < c 8 | f t —t*' |Y; (R3) 

I (X, (x) _ ^ (X', fx) — ,fe (X, + ^ (X', i ^ c 4 ! X — X' |P I ^ — ^' |v; (R4) 

k (X, (x) = 0, если (л на границе / ; (R6) 

* Все интегралы в дальнейшем распространены на промежуток / . 
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&(Х,[х) — вполне непрерывный оператор в А при любых X и р из / , (Т) 

А(Х,|л) = Л ( М ) . (К) 

Операторное ядро r(X, ji) будем называть я д р о м к л а с с а (R), если оно 
подчиняется условиям (R), кроме ограниченности | (xv (X, |. 

Л е м м а 1. £сла выполняются условия (Rx) и (R 2), причем р > 7 г » т о 
«а каждой функции из области определения L0 определен оператор 

Kx(\) = \k{\,r)x(v)di>9 

и если выполняется еще условие (К), то оператор L = L0 +К —само­
сопряженный в Н. 

На основании исследования уравнения (I), проведенного нами, следуя 
методике Фридрихса, мы можем доказать следующее утверждение: 

Т е о р е м а 1. Пусть выполняются условия (R), (Т) и (К), причем 
Р > 7 г - Тогда оператор L имеет непрерывный спектр на отрезке I и 
еще разве что коечное число собственных значений конечной кратности, 
которые могут находиться как внутри, так и вне отрезка I. Часть 
оператора L, действующая в инвариантном подпространстве, соответ­
ствующем непрерывному спектру, унитарно эквивалентна оператору L0, 
m. е. существует оператор U, обладающий следующими свойствами: 

LU = UL0; U*U=U UU*=l—P. ( U ) 

Здесь Р — ортогональный проектор на собственное подпространство опе­
ратора L, соответствующее дискретному спектру. 

В частности, свойствами ( U ) обладают операторы 

U(±) = l\me-£LteiLot, 
t->±co 

причем эти пределы существуют в сильном смысле. Операторы сУ ( ± ) свя­
заны друг с другом по формуле 

;;/;,; = 
причем S — унитарный оператор, коммутирующий с LQ. 

Отметим, что оператор 5 имеет важное значение в квантовой механике — 
это так называемый оператор рассеяния или S-матрица. 

2. Наметим теперь основные этапы нашего исследования уравнения (I). 
Удобно рассматривать его в пространстве функций и (X) со значениями в Л, 
которые удовлетворяют условию Гельдера с каким-нибудь показателем а, 
0 < а < 1 . Множество функций, для которых 

У и [J. = sup 1 и (X) | + sup 1 * ( f - * 1 + sup ] X«u (X) К оо, 
X XX' I А — A I X 

является полным банаховым пространством, если взять || и || а в качестве 
нормы. Будем его обозначать через £ а . Рассмотрим в Б а оператор 

Т„и (X) = Ык (X, со) и (со) + Р J k{YlU

a

(G) ̂ . (1) 
Л е м м а 2. Пусть выполняются условия (R). Тогда оператор Т<* опре­

делен на любой функции из В« и ограничен в норме В$. Кроме того, 
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причем с <о - > 0 при |со|->оо, если J безграничен, и 

|| (Г„ - 7V) и h < с | со - со' | 8 1 | и [|ос, 8 = min ( у , а). 
Л е м м а 3 . Пусть выполняются условия леммы 2 с р > а - и условие 

(Т). Тогда оператор Т^ вполне непрерывен в ВЛ. 
Рассмотрим теперь структуру собственных функционалов оператора T w . 

Пусть T*du = / с о . Это означает, что для любой и 6 £ а мы имеем: 

(/., а) = ( / . , (X , со) м (со) + Р J * ( ^ ( с т ) da) . 

Если выполняются условия (Rj) и (R 2), то при фиксированном fx и про­
извольном л: б Л & ( Х , f x ) x — элемент из и, тем более, из В а . Но тогда 
имеет смысл выражение (L, k(k, \ь) х), и оно определяет линейный функцио­
нал в Л. По теореме Рисса 

( / с о , к (к, со) х) = <pa([L)x. (2) 

Этим равенством определяется функция <pw (fx) со значениями из Л. Если 
В Ы П О Л Н Я Ю Т С Я У С Л О В И Я (Rj) И (R 3), Т О ф с о 6 5 у и 

Г с̂о W ( a ) 

( / с о , И ) - / ^ ф с о И U (со) + Р ^ ^ a da. (3) 
Если здесь в качестве ц ( Х ) взять & ( Х , \i)x, то после несложных преобра­
зований мы получим для фсо(и-) уравнение 

г» & (a, (х) <pw (сг) 
фсо (р) = — ink (со, (х) 9 W (со) + Р ^ — — — do. 

Если выполняется к тому же условие ( К ) , то уравнение для ф<о (fx) можно 
переписать следующим образом: 

фсо (fx) = Г с о ф с о (fi) — 2ltfft ((JL, СО) ф<о (fx). 

Отсюда нетрудно видеть, что Фсо ( < * > ) ' = 0 . Действительно: 

( / с о , фсо) = ( / со , ^ с о ф с о ) — 2Ш ( 4 , k (fX, СО) ф ^ (со)) = ф ^ ) — 2тг/ | ф<о (со) | 2 . 

Мы получим следующий результат: 
Л е м м а 4 . Пусть выполняются условия (R), (Т) и (К). Тогда собст­

венные функционалы оператора Т ы , отвечающие собственному значению 1, 
строятся по формуле (3) с помощью функции ф ^ (JA) б Ву, определяемой 
равенством ( 2 ) , причем фсо (со) = 0. 

На основании лемм 2 — 4 доказывается следующая теорема: 
Т е о р е м а 2 . Я/ш выполнении условий (R), (Т) а (К) уравнение (I) 

всегда разрешимо, причем решение r ( X , fx) принадлежит классу (R) а яв-
ляется вполне непрерывным оператором в А. 

3 . В качестве примера рассмотрим дифференциальный оператор Ми = 
= — ku-\- q(x)u во всем трехмерном пространстве Е3. Этот оператор уни­
тарно эквивалентен оператору типа L общей теории, причем промежуток 
/ = (0, оо), а пространство Л — пространство квадратично интегрируемых 
функций на единичной сфере. Оператор & ( X , f x ) при фиксированных X и [л 
является интегральным оператором на единичной сфере с ядром 

k (X , fx; a, р) = (~^-J ^ \ q (х) е* - *W) dx; 

здесь а и (3 — единичные векторы. 
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При выполнении ряда условий типа гладкости и убывания функции q (х) 
для &(Х, ц) выполняются условия (R) и (Т) и, если q(x) вещественно, то 
выполняется условие (К), так что имеют место утверждения теорем 1 и 2 . 
В частности, для решения уравнения Шредингера 

оо i -A. z (X, а; /) = Хг (X, а; t) + ^ dfx ^ dp (X, JI; а, р) z ([х, р; f) 
о 

существуют пределы lim £ ш г ( Х , а ; / ) = z ± (X, а) в среднем по X и а, если 
t~>±co 

z (X, а; 0 ) ортогонально собственным функциям дискретного спектра опера­
тора Ly причем z+(X, а) = 5(Х);г_(Х, а). При фиксированном X 5(Х) — 
унитарный оператор на единичной сфере. Эго так называемый оператор 
рассеяния оператора М. 

Ленинградское отделение Поступило 
Математического института им. В. А. Стеклова 10 II 1958 

Академии наук СССР 
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