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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А 
Том 21, № 2 
ноябрь, 1974 

СУЩЕСТВЕННО-НЕЛИНЕЙНАЯ ОДНОМЕРНАЯ МОДЕЛЬ 
КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

Л. А. Тахтаджян, Л. Д. Фаддеев 

Показано, что уравнение utt—uxx+smu=0 с граничным условием 
и(x,t)-+Q(mod2л) при Ы->°°, описывающее классическое поле с суще­
ственно-нелинейным взаимодействием, является вполне интегрируемой 
гамильтоновой системой. Полученные результаты интерпретируются в 
терминах частиц, соответствующих полю и (х, t). 

Б этой статье мы дадим полное описание классических решений урав­
нения 
(1) ии—-Ияя+sin и=0,' — <*<#, £<оо? 

удовлетворяющих граничному условию 

(2) u(x,t)-+0(mod2n) при |#|->°°. 

В теоретико-полевых терминах уравнение (1) с граничным условием (2) 
описывает киральное поле %(%,t) с группой U(l), где %(#, О " 
=ехр {iu(x, i)}. 

Оказывается, что уравнение (1) —(2) может быть решено с помощью 
метода обратной задачи теории рассеяния (о методе обратной задачи см. 
[1—5]). Именно, в работе [6] показано, что уравнение (1) —(2) эквива­
лентно операторному уравнению 

dt 
где 

L- \o Шх+ [в or l о i J te+\Do): 
а матрицы /,. / , A, B, C, D строятся по решению u(x,t) и функции 
w{x, t)=ux(x, t)-\-ut{x, t) следующим образом: >=СУ HV:Y *=ic:) < 

1 /eiu/2 0 \ 
4 \ 0 е~га/2Ч 

В работе [6] выяснено, как меняются со временем асимптотические 
характеристики собственных функций оператора L, когда и (#, t) удов­
летворяет уравнению (1). Настоящая работа, являющаяся более подроб­
ным изложением •.результатов заметки [7], посвящена изучению уравне­
ния (1) с помощью формализма гамильтоновой механики, следуя схеме, 
предложенной в работе [8]. 
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Укажем сначала, что с уравнением (1) —(2) можно связать динамиче­
скую систему с лагранжианом 

1 с 2?(и) =— (щ2—ux
2+2(cosu— l))dx. 2ч J 2 l -

Здесь выбрана система единиц h=m=c^=l1 где т — масса поля u(x,t), 
а безразмерная величина ч играет роль константы связи. Энергия и пол­
ный импульс поля имеют вид 

1 
(3) Ро = — f (w2-2uxw+2ux

2+2(l-cosu))dx, 
Z4 J . . ' 2 f _ ~ 

1 f 
(4) Pi = — (ux

2—uxw)dx, 

а соответствующая симплектическая форма Q выглядит следующим об­
разом: 

(5) Q = — Г ( dw(x)/\du(x)+du(x)/\d — (x) ) их, 
1 J \ ' ox I 

где мы исходили из того, что в качестве обобщенных координат и импуль-
1 

сов можно рассматривать и(х) ж-щ(х). Отметим, что форма Q и гамиль­
тониан Ро порождают уравнение (1) по правилам гамильтоновой меха­
ники. Цель настоящей работы — выразить эти объекты через данные рас­
сеяния для оператора L. 

В разделе 1 мы приведем необходимые сведения из теории рассеяния 
для оператора L. Заметим, что этот оператор является вырожденным, так 
что основная задача на собственные значения ХФ—ХФ сводится к урав­
нению 
(6) / ^ + 4г|) + — ЯгИЯф, Н=В\ 

dx X 
в котором спектральный параметр К стоит также и в знаменателе. Имен­
но это уравнение будет в дальнейшем изучено. В разделе 2 мы пересчи­
таем симплектическую форму Q в терминах данных рассеяния. При этом 
мы пользуемся техникой, отработанной в [8—9]. В разделе 3 мы выведем 
так называемые тождества следов, которые позволят нам в разделе 4 
выразить через данные рассеяния энергию Р0 и полный импульс Р4 поля 
u[x,t) и показать, что они зависят лишь от канонических переменных 
типа обобщенных импульсов. Там же мы дадим интерпретацию получен­
ных результатов с точки зрения частиц, соответствующих полю и(х, t). 

1. СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ 

Предположим, что 
00 '' л 

(A) J l\w(x)\ + \ux{x)\ — \sm — u{x)\\dx<(x>. 
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Тогда уравнение (6) имеет матрицы-решения F(x,X) и 6?(#Д), одно­
значно определенные при вещественных Х^О условиями 
(7) F(x,X)=E(x,X)+o(l) при ^->оо, 

G(x,X)=E(x,X)+o(l) при х-+-°о, 
где 

~Е(х,Х) = (е[х,Х), е(х,Х)), е{х,Х)= expl i \%~'Т^г)х\\ ~~) ' 

Первый столбец fi(x, X) матрицы F(x, X) и второй столбец g2(x, X) мат­
рицы G(x, X) аналитически продолжаются в полуплоскость Im А,>0, 
и при этом 

(8) / i ( ^ ) e x p ^ 

g2(x,X)exvUL-'— Ь } = ( _ . ) + ° ( 1 ) ПРИ 1^1"^ор. 1тЛ>0. 

Аналогичным образом столбец /2(#, Я) матрицы F(я, А,) и столбец ?1.(#Д) 
матрицы 6? (#, Я) допускают аналитическое продолжение в полуплоскость 
I m K O . При вещественных ЯФО решения F(x, X) и G(x, X) являются 
фундаментальными матрицами уравнения (6), поэтому существует такая 
матрица Т{Х), что 
(9) ЦхЛ)=в(*Л)'Щ)-
Матрица Т (X) называется матрицей перехода уравнения (6). Так как 

detF(x, X) =det G(x,%) =-2i, 
то 
(10) detT(X)=l. 

Заметим, что коэффициенты уравнения (6) удовлетворяют соотношениям 
JA(x)==A(x)Jr JH(x)=H(x)J, 

и так как 
JE(x,X)=iE(x,X)Jr 

то получаем, что 
JF(x,X)=iF{x,X)J, JG{x,X)=iG\x,X)J, 

откуда с помощью формулы (9) заключаем, что 
• В Д ^ / Г ф ) / - 1 

или 

:«»-С1&ь 
и формула (10) принимает вид 
(11) \а(к)\2+\Ъ(%)\*=1. 
Далее отметим, что коэффициенты уравнения (6) и матрица Е(х, X) 
удовлетворяют соотношениям 

SA(x)^-^x)S, SH(x)=ll(x)S1 SE(x~^)=-iE(xrX)R, 
где 
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откуда получаем, что 
SF(x, -X)=-iF(x,X)R, SG(x,^)=-iG(x,X)R, 

и для Т(Х) имеем 

или 
(12) а(Х)=а(-Х), b(X)l=-b(-X), 
при этом 

1 
(13) а(Х) = — dot (Л (ж, А,), £2(*Л)). 

Из формулы (13) следует, что функция а(Х) аналитически продолжается 
в полуплоскость ImX>0 ~и 

(14) а(Х)=1+о(1) при |Я|-*°°, Im/^O. 

Начиная с этого места мы будем предполагать, что функция а (А,) не 
имеет нулей на вещественной оси. Тогда из формулы (14) заключаем, 
что в полуплоскости ImA,>0 функция а (X) может иметь лишь конечное 
число нулей £j, / = 1 , . . . , iV, которые в дальнейшем для большей простоты 
и наглядности получающихся формул мы будем считать простыми. Из 
формулы (13) следует, что Л(я, £,-)=Ь^2(#, У , Л=1, • . . , N, и на основа­
нии формулы (7) заключаем, что нули функции а(Х) являются собствен­
ными значениями оператора L. С помощью соотношения (12) получаем, 
что числа t>h а также bh /==1, . . . , N, лежат симметрично относительно 
мнимой оси. 

Данными рассеяния оператора L назовем набор 

*={г(А,),£л/га* 7 = 1 , . . . , iV}, 
где 

г а ) = — — , и*г 
а(Х) ш ( У 

Заметим, что а (X) и Ь(А,) полностью восстанавливаются по данным рас­
сеяния. Действительно, справедливы формулы 

, , , , , , , ,2 Н2+1ЬГ 1 
(15) 1+|г|2 = — _ _ = - — . , 

m / d f M1+W12) л \тт ^ т , ^ п ffiW=expfc I — ^ — M l l i = i ? I n a > 0 ' 
— оо j = 1 • 

a(X)=lima(X+iz), b(X)=a(X)r(X), Imh=(X 
ejO 

Скажем теперь несколько слов об обратной задаче. Ее решение осно­
вывается на системе интегральных уравнений типа Гельфанда — Леви­
тана — Марченко. 

Приведем без вывода окончательную формулировку, которая основана 
на теореме разложения по собственным функциям оператора L и на 
существовании операторов преобразования для решений F(x, X) и G{x, Я), 
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т. е. на интегральных представлениях вида 
оо . с о 

F(x,l)=E(x,X)+^L1(x,y)E(y,X)dy + —JL2(x,y)E(y,k)dy, 
х х . . • " • . 

X . X 

G(x,X)=E(x,k)+: J•M i(x,yYE(y,X)dy+—$ M2{x,y)E{y,%)dy. 

Эти представления имеют место, если коэффициенты оператора L удов­
летворяют условию (А). 

Пусть Si и 52 —данные рассеяния для матриц Ai(x), Н±(х) ж А2(х), 
Н2(х), соответственно, и G{i) (х,А) — решение уравнения (6) с коэффи­
циентами Ai (х), Hi (х), удовлетворяющее условию (7). 

Построим ядра ^ { х , у), £=1, 2, 3, 

(16) •-.•• ^ ( * » 0 ) = ^ J { £гг : ^ 2 (*Д) ft ( # Д ) -
/. 

(^ОО-гДЯ)) (1) (1) 1 
—тр, gi (x,X)^g\ (#Д) |№ + 

. N2 (2) 

—л*/ 

"^rft<1,(*.^w)V>(y.5e l)] 

1 i n Г w 

- CD 
^ j ^ d b F ( D ,ст- (1) , p ( l ) v "1 

где ^ g — вектор-строка, транспонированный к вектору-столбцу g. 
Рассмотрим теперь систему уравнений для ядер Ki(x, у) и К2{х, у) 

х 

(17) К1(х,у)+&-1(х,у)+ ^Ki{x,u)&-i{u,y)du + 
— оо 

. . . • ' . . ' . • • X 

+ \К2(х,и)&"2(щу)(1и=0, 

Кг{х,у)Вг1{х)Вг1{у)+^г2{х,у)- §Kl(x,u)&-Ju,y)du + 
— ОО 

+ \К2(х, и)@~з(щ y)du=0 
',: — ОО 

при х>у, где 

• JRLI (ЛГ, у ) =^Г2(Л:,' у) ==0 ' при х<у. 
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Эта система однозначно разрешима и 

(18) [Ki(x,x)1J]=A2(x)-Ai(x), 
JK2{x, х)-Н2(х)К2{х, x)Hi-i(x)J+m(x)-Hi{x)=0. 

При 64=0, JHri(o;)=1/ieI', G(i)(x, K)=E(x, X) система (17) позволяет восста­
новить коэффициенты оператора L по данным рассеяния s2, при этом 
-Ki(x9.y)=Mi(x, у), К2(х, у)=М2(х, у). В заключение отметим, что с по­
мощью методов, развитых в работе [11], нетрудно показать, что, для того 
чтобы функции 1—eiu(x) и w{x) быстро убывали при |-#|-*-<» вместе со все­
ми производными, необходдмо и достаточно, чтобы этим свойством обла­
дала функция г (Я). 

2. ВЫРАЖЕНИЕ ФОРМЫ Й ЧЕРЕЗ ДАННЫЕ РАССЕЯНИЯ 

В настоящем разделе мы пересчитаем форму Q в новых координатах, 
используя формулы преобразования дифференциальных форм при замене 
координат, следуя при этом рассуждениям работ [8—9]. Из формул (16), 
(17) и (18) получаем следующие выражения для бесконечномерных ана­

логов дифференциалов-вариаций du(х) и dw(x); 
. оо N 

du {х) = — \g (х, X) dr (Я) d% + 2i V {g (я, £,) dmf\-m$g {х, У d^), 
— оо j=i 

mog{x,i)==gil2(x\t))g22(x,ti)/t)1B. 
оо N 

dw (x)=— J/(x, X)dr(%)dk + Ai V (/G*V Уdmj+mtf (av £ j)d£ j), 
— oo j=i 

тде fix, £) =g222 (x, Q -gi2
2 Or, I). 

, Подставим полученные выражения в определение (5) формы £L 
Мы получим, что 

оо оо 

Q = f ^A(K,n)dr(X)/\dr(ii)dKdn + 

— оо — оо 

N оо N оо 

+ V j" Bs {%) dr (X) Л dm, d%+ V J C} (I) dr (А,) Л d£t d% + 
js=l _ o o j = l — o© 

JV. N N 

+ Yp.i dm, A d%i + J^ ^,'dti Л d%i +^ рч dmi/\ dm» 
z,j=i z , j = i J,j=i 

^ •(*. I*) = T i - f <*"(*> *0 (2/ («, I*)-*'•(», |i)) -

- (2/(яД)-g ' (яД))g(ж, |i)}&?, 

2 w 

2?.(Я) = ^ - ^ ( а : , Х ) ( 2 / ( « , Ь ) - ^ ( * , М ) - -

где 
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С, (Я) = f {g (х, Я) (2/ (х, У - £ ' (х, У ) -

-(2f(x,X)-g' (x,k))g(x,Wdx, 

A i = - ^ - f .<g(*. Si) (?/(г, £,)-g'(x, £«) ) -

•(yfey-^kyigfe^lu, 

> H = — Г(*(*,£,) (2/(*,£.)-*'(*,&))-

-(2/(ж, | , )-г"(а; ,У)8(ж-,;«)>^, 
"'о °° 

I — oo 

—. (2/ (ж, £,) —gr' (ж, Е,)) gr (ж,-

Все интегралы, встречающиеся: в определении этих коэффициентов, сле­
дует понимать в смысле теории обобщенных функций. Оказывается, ЧТФ 
все коэффициенты можно выразить только через данные рассеяния. Про­
иллюстрируем соответствующие вычисления на примере А (к, [х). 

Из уравнения (6) нетрудно получить, что 

(19) •'•-т^{1|)(а;Д)-,ф(^* (х)}1 = 
ах 

( к U, \ / £-"*<*) V 

-—(ф (хД), -ф (ж, у) }2 = ах 

= ^-^- """^" / чЧб"^* 1 ^ ^̂  ** ^* ^ ^ + * 2 - ^ *• ̂ ' ^^' / г • 

гдег^х, £) — решение уравнения (6) сЯ=^, а 

Щх,к)\ -ф(ог, |х>>±= 

{-ф(аг,Я),я|5(л:, jx)>2= 
fi(^,X)i|)2(x, ц,) if>2 (х Д H t Or, |ы) 

' : - . у - . i ; к • 

Теперь воспользовавшись тем, что из уравдения (6) следует соотно­
шение 

ах 16А, 
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ж учитывая формулы (19), получаем для А (Я, LI) 

/ ч 1 / ^ M< \ _1
 w 

;-2п^\ \х Я / ,. 

f — ( { # 2 (Я, Я) , g2 О , | l ) W # 2 (Ж, Я) , #2 (Ж, Ll) }2) & . 
«J ах J do: 

— оо 

Используем теперь формулу (7), тождество 1+1 а |4—г| Ь14=21 а|2, выте­
кающее из соотношения (11), и известное соотношение из теории обоб­
щенных функций 

eixN 

Х\т9> - = ш 6 ( # ) , 

получим окончательное выражение для А (Я, |х) 

(20) Л(Я, fx) = —^—laCix)!^^^-^)^ 

3X2,Y Я — [i 

где символ ^ означает, что 1/х и 1/(Я2—(х2) понимаются в смысле главного 
значения, 

С помощью соответствующих аналогов формул (19) для остальных 
коэффициентов получаем 

<2i) вт-о, F,=O, fiW-iLflyy>, 

и з формул (20) и (21) получаем следующее выражение для формы Q в 
терминах данных рассеяния: 

2 fMA,)11 
fl=^f W dr(-K)AdrCK)d% + 

, 4 •_ ? ? a(X)a(n)b(-X)b(-ix,) , , , . ' . 7 , ч ,Л 7 , 
+ - ^ ^ . , 2 d ra )Adr(n)^ 'd t*+- -

Jl Y J J A —LI 
• — OO — O O * 

j = l — OO 

где мы должны учитывать, что входящие в полученное выражение вели­
чины не независимы, а подчиняются соотношениям а(Х)=а(—Я), Ь(Я) = 
= -&( -Я) , г (Я)=-г( -Я) и | j=- I ;=Wj , xp>0? T»J=—%при / = l f . . . , wt; 
и £fc=—5А+1=ЯА, 1тЯ,ь, ЫеЯь>0, mh=—mh+i при & = 1 , . . . , п2 и fti+2rc2—7V. 
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Прямым вычислением, опираясь на формулы (11) и (15), можно .̂ пока­
зать, что набор переменных 

8 
р(Х)=-~-— Ы\а(К)\/ 9(X)=-arg ib(^) r • \>0Т 

1 
Pi=-—ln>cz, qi=8ln\ci\, l=l,.. + ,nir 

T 
4 

§t = — lnlAj, T]A=41nl4l, 

16 
8fe==arg f̂e, <pft = argcfe, & = 1 , . . . , ^ 

7 •• 

Ci=mid(iKi),dk=mkd(Xh) 
будет каноническим, т. е. форма Q в этих переменных имеет вид 

Q = ^dp(%)Ad(e(K)dl+ YdptAdqi^ 
О J = l 

712 

+ ^{dlh/\dr\h+dQn/\dyk). 

В силу предыдущего замечания эти величины образуют полный набор 
канонических переменных. 

Итак, мы выразили через данные рассеяния некоторый набор перемен­
ных, канонических для формы Q. В следующем разделе мы убедимся, что 
эти переменные играют роль переменных типа действие-угол по отноше­
нию к гамильтониану Р0 и полному импульсу Р±. 

3. ТОЖДЕСТВА СЛЕДОВ 

Будем считать, что 1—еги{х) и w(x) —функции типа Шварца. Тогда 
для In а (Я) справедливы следующие асимптотические разложения: 

(22) 
оо 

(23) 1па(Я)= V c - Д " , 1тЯ>0, I Л. I — 

при этом коэффициенты сп вычисляются по формулам 

(24) С2и+1=_1_?я2"1п(1+|га)12)йя- -4rV(sr+ 1-&r+ 1) , 
2JTJ J 2и+1. А—^ 

— оо j = l 
^2п+2==0, 72=0, 1, . . . , 

(25) с . ,» - ! -—-— f Я- 2 п - 2 1п(1+ |гй)1 2 )Л-
2яг J. 

1 * 
2и+1 • £ a r 2 n - 1 - r n - , ) I 

с-2п-2=0, H = 0 , 1 , . . . , 
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а число с0 фиксируется выбором ветви .логарифма в формуле (23). Эти 
формулы легко получить, используя формулу (15) и соотношения (12). 
С другой стороны, можно находить коэффициенты разложения In а(Х) по 
степеням X с помощью уравнения (6). Получающиеся при этом равенства 
называются тождествами следов. 

Заметим сначала, что при 1тЯ>0 справедливы соотношения 

(26) lnfii(x,X) = liia{X)+i[ Х-- )х+о(1) при х->—«V 
\ 16А, / 

Ы / и ^ Д ^ Ы А , - — — \ х+о{1) при я->°°, 

которые, кстати, и фиксируют ветвь логарифма в формуле (23). Введем: 
в рассмотрение функцию 

d 
o(x,l) = ^lnfn(x^)-i (h-j^) , 

тогда 

(27) In a (A,) = - J o(x,X)dx. 

Выведенное при Im А>0, это равенство по гладкости переносится на ве­
щественную ось. С другой стороны, для функции 

, ч /21 (#Д) 
О>0ЕД) = ( - г 

/и(яД) 
из уравнения (6) без труда получим, что 

1 i 
(28) о=Ясо-—— e~iuco —(e-iu-l)-qf 

Ш 16V • • • • . . • . ' 
а функция со (#, Л) удовлетворяет уравнению типа Рикатти 

(29) G>*=-2&G> +Yr^e~iU(°2 + 4^^Ы^1^2^^2&Л'ъ—'Sini*.-. 
16Л оХ оХ 

и убывает при х-+-°°. Здесь д(х) = -т- w(x). Используя дифференциальное 
уравнение (29), убеждаемся, что со(^, Я) и, следовательно, д(х1 X) допус­
кают асимптотические разложения 

Z f \Х) \ 1 S" i $У 

со(жД) = J \ „ ( a : ) V \ ,,о(<А,) =£*£„(»)&% Ш-*0, 
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где коэффициенты /n, gn, %п и gnj. определяются простыми рекуррентными 
соотношениями, которые естественным образом возникают в результате 
подстановки выписанных разложений в формулы (28) —(29) и последую­
щего приравнивания коэффициентов при целых степенях К. Мы не будем 
их здесь приводить, а ограничимся лишь первыми членами. 

fi=2qi, /2=2П q2~qx+ — sinu\ , gi=q2-qx + —-(cos u-1), 

%o=i(eiu-l),xi^-16qeiu+8iuxeiu, 

8ix2^e-2iu+l+mq2eiu-Aux
2eiu-16iuxqeiu+^^^ V 

i 
£o = — — ux, t>i=i(cosu—l)+8iq2—2iux

2+ 
Li 

.+8uxq+iQi{ —qx + — uxx \ . 

Мы пришли, таким образом, к набору соотношений 
00 

cn=-{2i)-n ^gn(x)dx, л==1,2,..., 

— оо 

00 

• с-п = — j £п(я)day' л = 0 , 1 , . . . , 
— 00 

которые и называются тождествами следов. 

4. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Тождества следов, полученные в предыдущем разделе, позволяют нам 
выразить энергию Р0 и полный импульс Р± в терминах канонических пе­
ременных. Действительно, вспоминая формулы (3) —(4) и учитывая при­
веденные в разделе 3 выражения для коэффициентов gi(x) и £i(#), 
а также формулы (24) — (25), получим 

л л °° 

(30) Л = —-(c_i-16Cl)=.^f (X2+16)ln(l+|r(MI2)^ + 

(3D pl=^l_(C_1.+i6Cl)=7^—f (я2,-1б)1п(1+|га)12)^+ 
2ц 4jq JM 

+ 
2q 4 
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откуда получаем следующие выражения для энергии Р0 и. полного имг 
пульса Pi через канонические переменные: 

(32) P0=Jir^+2%Yp(K)dK + 
• о • 1 = 1 

л П 2 /I 

/ 1 = 1 

0 0 I A ni Л 

<33) Л" I ("a-a) p(«'u+vIl(-^- i e* ,}+-

+^г1>-«(тЬ-1в)-
Из формул (32) и (33), таким образом, следует, что Р0 и £\ зависят лишь, 
от канонических переменных типа обобщенных импульсов, что и оправды­
вает нашу аналогию с переменными типа действие-угол в классической_ 
механике. Гамильтоновы уравнения в этих переменных тривиально реша­
ются. Решение дается формулами 

г ( М ) = е х р { - 2 * ^ ^ Ш - Ш ) , 

т , ( 0 = ехр | - 2 i ( t r + q g r - ) ^ } ^ ( 0 ) , /=l,. . , . , iV, 

которые уже приводились в работе [6]. Отметим, что попутно мы уста­
новили полную интегрируемость механических систем 

где 
ее оо 

In= §gn(x)dx, п>0, / n = J5n(ar)(un. тг<0, 
— оо — оо 

причем набор ihn+Jn^Z является полным набором взаимно 'комму­
тирующих, интегралов движения для этих систем. 

Вернемся к формулам (32) —(33). В терминах частиц, связанных с* 
нашей динамической системой, эти формулы имеют простую интерпрета­
цию. В самом деле, при фиксированном X переменная р(Я) принимает зна­
чения на положительной полуоси, а переменная ср(Х,) — на отрезке [0, 2я]' 
с отождествленными концами, т. е. на окружности. Таким образом, при-
фиксированном X переменные р(Х) и ц>(Х) образуют пару канонических 
переменных типа «число частиц — фаза», так что р(Я) можно интерпре-

1 
тировать как плотность частиц, р(X) = ( щ — 2Х) — как импульс,. 

.:"-- 1 
a h(X) = (^r +2X) = (р2(X) +i)1'2 — как соответствующую энергию. Другими 
словами, первые члены в правых частях формул (32) —(33) представляют 
собой вклад в энергию и импульс от частиц массш И Вторь1е слагаемые* 

т 



в формулах (32) —(33) уже записаны в виде суммы по частицам, причём 

L/.-L-iex,) 
1 / 1 \ 

.— | ,+ 16х* ) • Тем самым эти слагаемые представляют собой вклад 

роль импульса и энергии играют соответственно величины . 
1 / 1 

ж 
Т 

в формулы (32) — (33) от частиц с массой 8/f. Помимо импульса и энер­
гии^ описании этих частиц участвует дискретная переменная 8*, прини­
мающая значения ±1 , а именно 8z=sign сц где ct — вещественное число, 
входящее в канонические переменные (напомним, что в канонических 
переменных участвует только \ci[). Следуя предложению работ [12—13], 
эту переменную можно считать своего рода зарядом. На самом деле можно 
дать следующее определение заряда, пригодное для произвольных реше­
ний уравнения (1) — (2): 

1 
е = -г--(в(°°, i) -и(-ос, jf)). 

Эта величина является интегралом движения для уравнения (1) —(2). 
Что же касается частиц 1-го типа, то они имеют заряд, равный нулю. При­
ступим теперь к последним членам в формулах (32) — (33). В отличие от 
предыдущих случаев фазовое пространство соответствующего элементар­
ного объекта четырехмерно, так что его можно представить как частицу 
с внутренней степенью свободы. Ее энергия и импульс 

%k— Aft. / 1 , лп \ Я/г-ХА / 1 \ 

16 . 
связаны соотношением hk

2=ph
2+Mk

2, где M=M(Q) = —-sin0, 
4 - . - ' • Т 

т.е. ее масса меняется от нуля до удвоенной массы частицы 2-го типа в 
зависимости от внутреннего состояния. Соответствующий заряд равен 0. 

Итак, мы показали, что в рамках классической теории поля наша ди­
намическая система может иметь элементарные возбуждения трех типов: 
1) нейтральная частица с массой 1; 2) заряженная частица с массой 8/у; 
3) нейтральная частица с массой, меняющейся от 0 до 16/у, в зависимости 
от внутреннего состояния. При стандартном подходе,, основанном на тео­
рии возмущений по параметру Y, мы получили бы, что с полем и(х, t) 
связан лишь один сорт частиц — возбуждения 1-го типа. 

Можно найти явные решения уравнения (1) —(2), описывающие дви­
жение конечного числа частиц 2-го и 3-го типа. Этой ситуации соответ­
ствует р(?0=0. При этом условии ядра системы типа (17) оказываются 
вырожденными и она решается в явном виде (см. [6, 10]). Приведем 
окончательную формулу 

de t ( / -FQM)) u(x,t)=2im- , 
det(Z+F.(x,0) 

где 

™ V > - — — {lj+w .• — — 
i,Jc=l,....N, 
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В частности, решение, отвечающее движению одной частицы 2-го типа, 
имеет вид 

и(х, t) = 4 arctg exp I - z = = ( x — v t + x 0 ) 1 , ly i - i ; 2 ) 

где 
l-16x2 . -—j •• 1Ы- • 

я соответствующее решение для двух частиц 2-го типа выглядит следую­
щим образом: 

Щ*, *)-4arctg j | ^ _ ^ J shC/^i ; ,^ , 0 + ^ ( a : , t ) + 2 a » I 

при 6ib2>0, где 

. V
 i I X i + %2'1 . • 

mj=ibj, a== In , 7=1 , 2, 
I Xi—x2 I 

причем e = ± 2 и 
/ ,\ / , f'l'И1+И2 I sh(7 2 (v i (M)-z>2 0 M ) ) ) 1 

w(;M)=4arctg< . /1 / / / .4 • / .4•• о чч Г 
U Xi—K2 I ch(72(zM£,£)+*M#,£) +2cc)) I 

при &i&2<0, здесь 8=0 . ^ 
Решение, отвечающее движению одной частицы 3-го типа, имеет вид 

ch ( — — " (х—vt+ъ) У 
Y , ; ' , + hi v 151 ^ i - ^ 2 • '* 

и {х, t) = 4 arctg 
cos( —— г==г-('а:—uf+Bo) ^ 

А-.151 Vl-i;2 / 
. , . 1-1615 

где £=T]+IX, У l+16l£l2 ' 

и может быть получено из решения, соответствующего двум частицам 
2-го типа в случае 8 = 0 аналитическим продолжением по параметрам %и 
%2 и 6i, 62, т.е. частица 3-го типа представляет собой релятивистское свя­
занное состояние двух противоположно заряженных частиц 2-го типа. 

В настоящее время мы изучаем вопрос, насколько полученные резуль­
таты сохраняются в квантовом варианте рассмотренной модели. 

Ленинградское отделение Поступила в редакцию 
Математического института им. В. А. Стеклова 31 мая 1974 г. 
Академии наук СССР 
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ESSENTIALLY NONLINEAR ONE-DIMENSIONAL MODEL 
OF CLASSICAL FIELD THEORY 

L. A. Takhtadzhian, L. D. Faddeev 

It is shown that the equation utt-~uxx+sm u=0 with the boundary condition 
u{x, t)->0 (mod2n) when Iж!->'<», which describes the classical field with essentially 
nonlinear interaction is a completely integrable Hamiltonian system. The results ob­
tained are interpreted in terms of ^particles, assotiated with the field u(x,t). 
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