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л.А.тахтадаяв, Л.Д.Фаддеев 

СПЕКТР И РАССЕЯНИЕ ВОЗБУЖДЕНИЙ В ОДНОМЕРНОМ 
ИЗОТРОПНОМ МАГНЕТИКЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА 

Одномерны! изотропны!.магнетик Гейзенберта описывает систе
му N взаимодействующих спинов ̂  на одномерно! решетке. Про
странство состояний J5N и оператор энергии H N выглядят сле
дующим образом: 

оо 

N 

(I) 

tv=v ' (2) 

Здесь I N - единичный оператор в пространстве J6N , а опера
торы ( 5 а имеют вид 

^ = I ® . . . 1 ® I . . . ® I , а =4,2,3 (3) 

Й нетривиально действуют только в сомножителе ^ из произведе
ния (1); <эа - матртр Паули 

(4) 

а I - единичная матрица в С . В ердме (2) предполагается пе
риодические граничные условия 

< н = < , &=1,1,3. (5) 

В зависимости от знака j различает ферромагнитный случай 
3 < 0 и антиферромагнитный случай 3 > 0 . Основной инте

рес представляет задача о нахождении собственных -векторов и соб
ственных значений оператора и исследовании их асимптотическо
го поведения при N 0 0 

Рассматриваемая модель была введена Гейзенбергом [1] в 1928 
году и шеет большую историю. Снаиала Бете [2] предложил процедуру 
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для наховдения собственных векторов и собственных.значений, ко
торая теперь называется методом подстановки Бете- Bethe Ansatz. 
Затем с помощью метода Бете важные результаты получили Хтаьтен 
[3], де Клуазо и Пирсон-[4], Орбах [5], Янг и Янг [6-7], Бакстер 
[8]., Годен [9], Такахаши [10], -Овчинников [II], Кулиш и Решети-
хин [12] и другие. 

Однако несмотря на большую историю и обширную литературу, 
посвященную модели Гейзенберга, ряд общепринятых по ее поводу ре
зультатов является неверным. Это в особенности относится к клас
сификации возбуждений в антиферромагнитном случае» Начиная, с ра- • 
боты [4] принято считать что простейшее из таких возбуждений -
спиновая волна имеет спин I. Кроме того, в [II] утверждается,что 
имеется еще целая серия одночастичных возбувдений - связанные 
состояния спиновых волн? которые являются синглетами - возбужден 
ниями со спином 0. Мы покажем здесь» что в антиферромагнитном 
случае существует лшь одно возбуждение со спином j , которое 
является кинком в следующем смысле: в, физических состояниях при
сутствует всегда четное число кинков - спиновых волн, так что 
они всегда имеют, целый спин. Однако состояние кинка локализуемо 
и поэтому можно говорить об их рассеянии, 

В связи с этим мы решили заново рассмотреть -модель Гейзен
берга» Настоящая статья содержит последовательное изложение всех 
известных результатов, с единой точки зрения. Важную методическую 
роль при этом играет недавно созданный квантовый метод обратной 
задачи [13-14]. 

Мы уже рассматривали самый общий анизотропный магнетик Гей
зенберга ( ХУ2 «модель) с помощью квантового метода обратной 
задачи в [15]. Настоящая статья отличается от этой работы тем, 
что в более простой ситуации мы получаем более детальные резуль-
таты« Наш повышенный интерес к изотропно! модели- связан также с 
тем? что она входит как составная часть в иерархию подстановок 
Бете^ применяемых' для решения моделей квантовой теории поля с 
цветовыми степенями свобода (см*[16-13] и [12]). Впервые такая 
ее роль отчетливо проявилась в работах Годена [19] и Янга [20], 
посвященных проблеме двухкомпонентного ферми и бозе-газа соот
ветственно и в работе Либа и Бу [21], посвященной модели Хаббар-
да [22]. В настоящее время становится ясным,.что модель. Хаббар-
да? а также ее естественное обобщение на случаи многих цветов и 
бозе-статистики., является интересной моделью квантовой теории 
поля. Она вполне интегрируема в пределе А ~->0^ ? г д е д _ шаг 
решетки, и. имеет как нерелятивисткий, так и релятивисткий непре-
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рывные пределы. В последнем случае получается модель квантовой 
теории поля с условием асимптотической свобода. Подробному иссле
дованию релятивисткого предела в модели Хаббарда будет посвящена 
последующая работа. 

Скажем теперь несколько слов о содержании настоящей работы. 
В § I мы напомним основные элементы квантового метода обратной 
задачи для расематриваемой модели и приведем алгебраическую фор
му подстановки Бете. Во втором параграфе мы исследуем спин соб
ственных векторов, получаемых этой подстановкой. В § 3 мы рас
смотрим ферромагнитный случай, дадим классификацию возбуждений 
над основным состоянием и опишем их рассеяние. В четвертом пара
графе мы дадим более полную классификацию всех собственных векто
ров оператора HN при конечном N и применим ее для построения 
основного состояния и возбуждений в антиферромагнитном случае. 
Там мы также обсудим спин спиновой волны. Наконец, в § 5 мы рас
смотрим рассеяние спиновых волн. 

В процессе работы мы неоднократно консультировались с наши
ми коллегами А.Г.Йзергиным, В.Е.Корепиным, П.П.Кулишом, Н.Ю.Ре-
шетихиным и Е.К.Скляниным. Мы хотели бы выразить им свою глубо
кую- благодарность. 

Основные составные части квантового метода обратной задачи 
для рассматриваемой модели были явно введены в работах [23] и 
LI5J. Большую роль в их формулировке, как и в общей формулировке 
квантового метода обратной задачи, сыграла глубокая работа Бак-
стера [8]. Так как этот метод в настоящее время описан достаточ
но подробно (см.[13 - 14]), то мы не будем излагать здесь его 
еще раз, а сразу приведем нужные нам формулы. Их вывод в более 
общей ситуации ХУ2 модели можно найти в работе [15]. 

Рассмотрим локальную матрицу перехода - операторно-значную 
матрицу порядка 2x2 

§ I. Алгебраическая Форма подстановки Бете 

(I.I) 
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где 

Я* = i6l / < = ^ - ^ - (1.2) 
Пространство С , в котором действует матрица LnCX) , назовем 
вспомогательным для отличия от квантового пространства Jp N , в 
котором действуют ее элементы. Матрицу Ln(X) можно также пред
ставить в виде 

. 3 
1п(к) =\1®1+ж L б ®бп , (1.з) 

где стоящие слева единичная матрица I и матрицы Паули <5а дей
ствуют во вспомогательном пространстве. 

Имеет место основное соотношение 

IUX-ML^cX)® Ucp) = (Ln(JLI)® L̂ cX)) R, CX-JU,) , ( I . 4 ) 

в котором тензорное произведение берется во вспомогательном про
странстве. Соответствующая матрица 4x4 ЙСХ) имеет вид 

В естественном базисе пространства Ь ® Ь она выглядит сле
дующим образом 

0 0 
SO) ССХ) 
с(Х) Ьсх> 
0 О 

ЯсХ) = 

где 

Ь(Х)= ттт > ССХ) 

(1.6) 

H i ' ^ " Т + Г Ц.7) 

Матрица монодромии 9^ (X) определяется следующим обра-
N 

1 с Х ) - Ц с Х ) . . .ЦСХ)= П UcX). (ie8) 
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Подобно локальной матрице перехода L^CX) она удовлетворя
ет соотношению 

ftCX-ji){fH (X) ® TNCju,)) -(̂ (ju,)® <TNсХ)) R- (X-jii). (i.9) 
Введем матричные элементы матрицы монодромии как матрицы во вспо
могательном пространстве 

сг ( VX> BNCX) ̂  
Операторы AN(X) , BN(X) , С (Л) и 2)N(X) действуют в прост
ранстве К, • Положим 

TNcX)-ANCX)+®NcX). (i.ii) 
Из (1-9),в частности, получаем коммутационные соотношения 

[\ СМ , TN(jl)]=0 , (1Л2) 

[B NCX)B N(^)]=0 , ( 1 Л З ) 

ANcX)BN(ji)=c^ BH(>t)ANcX)- BN(X)AHc>i)7 (I.I4) 

ФМСХ) BNC>i) = aHT) В.С^Ф.СХ)-^) BNcX)g)NCja). (i.i5) 

Среди коммутирующего семейства операторов TN(A) содер
жатся оператор импульса и оператор энергии . Н н 

. -N . 

, . PN = t 4 l \ . (I.I6) 
(1,17) 

Поясним сначала формулу (1Л6). Положив в (1.3) h = w и ис
пользуя формулу (1.8), получаем, что оператор ьН Т (£) унита
рен ш совпадает с оператором циклического сдвига в пространстве 
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Ч Р М a l P N а, е бпе =бл+1, ан,а,з; и, = >1,... ,м. 
(I.I8) 

IR 
Его собственные значения имеют вид 6 , 0 4 pj <-сШ, f j =1 ,.. 
. . • £ , где pj естественно называть импульсом соответству
ющего состояния. Формула (1Л7) получается при разложении произ
ведения (1.8) в окрестности точки с учетом (1Л8). 

Рассмотрим векторы 

Ч, = (о ) > СОп^Ы , ^=H,...,N; 
н 

D N = H ®соп , n N e ^ N . 
Имеют место соотношения 

л н с \ ) П м = с \ Ф Ч ; 

С CX)-QN = 0 . (i.i9) 

Из формул (I.I3)-(I.I5) и (I.I9) следует, что вектор 
% • • • \ ) = Вм(\4) • • • B NcX t)H N (1.20) 

является собственным вектором семейства операторов TN(X) , если 
числа \(,... ,Х(> удовлетворяют системе уравнений 

\ Х:+| / %-< X; -X K +t . (I.2I) 

Соответствущее собственное значение Л (XХ̂ ,,. .,Х̂ ) имеет 
Л(Х-Л,---Л) = 

ч i.N
 Г П X-Xj-i л i N Л X-XjH (1.22) 

J J. 
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Отметим, что вследствие коммутативности операторов BN(X) как 
вектор V N (Л4,...,X£,) , так и собственное значение A(X;Xil,...,Xe) 
являются симметрическими функциями X,,,..., Х& . 

Из сравнения формул (I.I6), (I.I7) с (1.22) видим, что соб
ственные значения операторов Р и К, имеют вид 

j=i j а (1.23) 

(1.24) 
3 1 

FVCX,,...,\Ь) = •*• % L > Щ : ' 
j=1 j ч 

Удобно наряду с X также ввести и переменную р(Х) 

е Р= Х Л : ' pcX) = -2aActq-ax+3tcinal23i;). А.25) 

В переменных импульс р и энергия % приобретают вид 

I 
PlX,,. • - Л ) = £ р; C t n o U t f ) , (1.26) 

. И J 

^ . . . M — a l u - c o s p p . ( i > 2 7 ) 

Приведенные формулы показывают, что вектор 0 N играет 
роль вакуума, а оператор B N (X) имеет смысл оператора рожде
ния частиц с импульсом р(X) и энергией 

kA)= I ^ = -3 0-«»рсА)). (I. 38) 

Собственные векторы вида (1.20) в дальнейшем будем̂  назы
вать бетейскими векторами. 

Мы еще не обсудили вопрос об условиях, гарантирующих, что 
векторы такого вида не исчезают. Ниже будут приведены соображе
ния по этому поводу. Мы покажем, что необходимым условием для 
неисчезновения бетевского вектора является неравенство 1^ М- . 
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Нормировку вектора U.20) можно сосчитать на основании ком-, 
мутационного соотношения 

[CN(\), BNC>L^= | ^ = ^ CANC>t)0NcX)̂ ANcM3DNC>t̂ ) , (1.29) 

которое следует из (1*9) и соотношений (I.I9). Однако соответст
вующая комбинаторная задача еще не сделана* 

При помощи (1.29) можно доказать и более простое утвервде-
ние о том, что бетевские векторы с различными наборами(Х1г..?\е) 
(Хр.. .,Х̂ )ортогональны.Было бы также хорошо показать, что бе-
тевский вектор исчезает, если среди чисел Х 0 . . . ? Х &. есть сов
падающие. В координатной форме подстановки Бете этот факт хорошо 
известен и ниже мы им воспользуемся. Вопрос о нормировке бетев-
ских векторов также обсуждается в работе Годам [9] i в недавней 
работе Ду, Годена и Маккоя [24]. 

§ 2. Спин бетевских векторов 

В число наблюдаемых величин нашей системы, помимо Р и Н 
входит и вектор спина ц 

5 a = j Z < , а м д , з . (2.i) 
TV-1 

Здесь и далее мы опускаем индекс N у введенных объектов в тех 
случаях, когда это не может привести к недоразумению. Видно, что 
операторы Р и Н коммутируют с 5 а . Другими словами, в 
пространстве JpN действует представление группы S t l ( 2 ) 
и соответствующие собственные векторы классифицируются по непри
водимым представлениям этой группы. Мы покажем здесь, что бетев
ские векторы являются старшими векторами по отношению к этому 
действию, то есть выполняется соотношение 

S , ¥ = 0 , ( 2. 2 ) 

где мы используем обычные обозначения 

s t = i i < . 5 . 4 k . (2.3) 

Из (2.2) следует, что в изотропном случае подстановка Бете оп-
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ределяет не все собственные векторы оператора энергии. Нарвдг © 
бетевекш вектором T£f собственными является векторы вида . 

5- V , где i 4 m ^ # L и L - спвд представ» 
леню 9 которому принадлежит у 

Кроме того, имеет место равенство 

5 3 ¥ = ( | - е ) ¥ , (2.4) 

которое ш выведем ниже вместе- с (2.2). Из формулы дая операто
ра квадрата спин^ ' 5^ с собственными значениями L(L+0? L^O 

5 2 = i C = S _ 5 ^ 5 3 C S 3 H ) ( 2 . 5 ) 

следует, что для бетевских векторов 
N L = £ - e . (2.6) 

Из (2.6) вытекает важное неравенство 

U - | » (2.7) 

которое уже упоминалось в § I. Шло бы интересно показать, что 
если -|- , то система уравнений $1.21). не имеет решений в 
конечных Х 4 1 . . е 

Перейдем теперь к доказательству формул (2.2) и (2.4). Дет 
этого подучим перестановочные соотношения между операторами Sa 

ш АсА) , В(Х) , С (А) , Ф(Х) . Следуя идеологии квантового 
метода обратной задачи, начнем с локальных соотношений и ВЫЧИС
ЛИМ коммутатор 5 а с матричными элементами матрицы ' L̂ CX) 
Имеем 

- (2.8) 

Здесь [ , ] означает коммутатор в пространстве J3N и мы ис
пользовали тот факт, что в матрицу Ь^(А) и з всех спиновых опе-
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pa тор ОБ входят только . Далее, из представления (1.3) полу
чаем -

£ e w ^ ' » < . . «•» 
6,С=< 

lac J 

Возникший множитель £ о перепишем в виде 

£ б- = Ь1б. , б ] . (2Д0) 

В результате мы получаем формулу 

[LltcX)?Sa*]4< = -1[Ьп(Х),ба]^ , (2.II) , 
где подчеркнуто, что коммутатор в левой части берется в квантовом 
пространстве, а справа - во вспомогательном пространстве. Отме
тим, что мы смогли перевести квантовый коммутатор (2.8) в число
вой, существенно используя изотропность рассматриваемой модели. 
Обратимся теперь к матрице монодромии. Используя свойство комму
татора как дифференцирования, получаем 

N 

[>C\),S a] a = X kCX)... [L.CX)9SU]4 • - - ЦсХ) = 

= -T lLMCX)...LLtlCX),^...LlcX) = 
(2Л2) 

то есть формулу, совершенно аналогичную (2.II). Более наглядно 
формулу (2.12) можно переписать в виде 

i V X ) , s j = К ^ ^ с х ) . - . ^ с х ) ( 5 ; ) , (2.13) 
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где сЦJ3 = 4 Д и 6 ^ - матричные элементы матриц Паули* В 
частности формулы (2.13) содержат соотношения 

[ S a , ТсХ)1 =0 ,. а = \Л,3 ; (2.14) 

[ 5 3 , В(Х)] = -ВсХ), (2.15) 

[ S + , ВсХ)] = А(Х)-ФсХ). (2.16) 
Теперь мы в состоянии доказать формулы (2.2) и (2.4). Заме

тим сначала, что по построению вектор П является собственным и 
для операторов S + , 5 3 ,• причем 

S + O = 0 , S 3 n = l n . ( 2.i7) 

Соотношение (2.4) является немедленным следствием (2.15) и второ
го равенства в (2.17). Перейдем теперь к (2.2). Имеем, пронося 

ЗА. через все операторы ВсХ-,) к вектору .Q 

5 t ¥ = L ВсХ,)...B(XjH)(A(Xj)-2)CXj))B(Xj+1)...В(Хе)П. ( 2 . i 8 ) 

Используя перестановочные соотношения (I.I4) и (I.I5), пронесем 
операторы А(Хр иФ ( Х р через ВсХк") к вектору П . Мы 
получим следущук сумму 

Ь 
5 + ¥ = L М.|СХ1,.--Ле)ВсХ>. .В(ХрВ(Х ] н)...В(Х е)П. ( 2.i9) 

J=< J 

Для нахождения коэффициентов Mj ( \ п . . . > \{) воспользуемся при
емом, применяемым при. алгебраическом выводе уравнений типа (I.2I) 
(см. [ 13-15]). Заметим, что для получения М̂  С,... , Ар) нужно 
пронести А (Л,) -ф(А4) через цепочку В(Аа) , . . B(Xg,) к век
тору П , используя только первые слагаемые в правых частях соот
ношений (I.I4) и (I.I5). Поэтому 

M,(X n . . . ,X e )= (V4) П п Л г - (2.20) 
J"**' J 
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Остальные коэффициенты Hj С\ 4 , . . . , Xj) получаются из МД„...,А^ 
соответствующей перестановкой чисел Х 4, ..., и имеют ввд 

к*} 

Л " i>N П ХгХ« + 1 . . в 
«4j 

.(2.21) 

Заметим теперь, что система уравнений (I.2I) в точности означа
ет-, что Mj ( Х 0 . . МХ|?) =0 ; j = Н , Т а к и м образом мы доказа
ли формулу (2.2). 

В заключении этого параграфа заметим, что понижающий опера
тор S - участвует в асимптотике оператора ВсХ) при X—»°° . 
Действительно, при X — 

'1ы О 
(2.22) 

откуда получаем 
. N H N n h 

пч (2.23) 

Таким образом вектор вида 

S_Y=S_BcX 1 ) . . .BCX e)<V (2.24) 

удовлетворяющий условием 

5 3 S : ¥ = ( f - t - m ) 5 : ¥ 
(2.25) 
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можно интерпретировать как бетевский вектор, для которого Ш 
значений \ в цепочке Х̂ .. . ?Х[+т, равны бесконечности. Заме
тим, что система уравнений (I.2I) на формальном уровне позволяет 
к любому решению с конечными X добавлять и значения \=оо т 

Отметим, что в переменной р им отвечают значения р = О 
(mod Ш). 

Формулы (2.2) и (2.4), по-существу, содержатся в работе 
Овчинникова [IlJ. Их вывод, использующий явный координатный вид 
подстановки Бете, приведен Годеном в [9]. 

§ 3. Основное состояние и возбуждения. Случай 3^0 

При 3<0 оператор энергии Н положительно определен. Дей
ствительно, из легко проверяемого соотношения 

( 1 ® 1 - 1 б а ® б й ) г = ^ ( 1 ® 1 - | б а®с5 а) ( з л ) 

следует, что Н можно представить в виде 
N 

H=-Ji . i C6 n®6 ) t 4 +0 n ®0 n t 1+6 t v ®0 n + 1-I N). (3.2) 

Вектор D аннулируется оператором Н 

Н П = 0 ( 3 .з ) 

и может поэтому считаться основным состоянием - ферромагнитным 
вакуумом. Спин этого состояния максимален 

L n - ~% * (3.4) 

Наряду с ним мы имеем еще N собственных векторов 

fli = Si Л, fc=4,...,N, (з.5) 
аннулирующих Н . Мы убедимся, что остальные собственные ректо
ры оператора Н имеют положительные собственные значения. 

Для "одночастичного" бетевского вектора 
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"ФЧХ) = ВсХ)П (3.6) 

уравнение (I.2I) дает следующее соотношение на допустимые значе
ния X ' / v i \N ipN 

е =• 
(3.7) 

В пределе при N —^оо допустимые р заполняют весь интер
вал [0 ? ; соответствующие X пробегают всю вещественную 
ось. Возбуждения этого типа принято называть магнонами. 

Для "двухчастичного" бетевского вектора 

система уравнений (I.21) выглядит следующим образом 

ь 
Л + £ I A«~Xa+i 

. N 
•\г-% \ _ X*-Xri (3.9) 

В пределе N ~~> 0 0 его вещественные решения независимо пробега
ют всю вещественную ось. Действительно, извлекая из уравнений 
(3.9) корень |М-ой степени получим,что 

Х , - | _ Ьсх,Л) 

. (3.10) 
Л» <7 v- О I N 

Ха + | 
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где ̂  и ^ - два произвольных корня N-ой степени из I, а 
У(А) - главное значение аргумента функции -j^i- , 0 4 

9 ,СХ)<2Й . в пределе при N —^оо аргументы .и £ 2 незави
симо пробегают весь интервал [ о , 2#) , a ewp ( | [ j стре
мится к I, так что уравнения (ЗЛО) расцепляются и решаются три
виально. Соответствующий бетевский вектор описывает состояние 
рассеяния двух магнонов. 

Однако уравнения (3.9) имеют также и комплексные решения. 
Положим 

X4 = a1 + i^, Х 2 = х 2 Н ^ 9 ( З Л 1 ) 

Модуль первого уравнения (3.9) дает соотношение 

Считая ̂  >0 получаем, что левая часть (3.12) экспоненциально 
убывает при N —>°° . Таким образом с экспоненциальной точ
ностью выполняются соотношения 

xi~ х а > ЦГЦч =Н - (ЗЛЗ) 
Рассматривая модуль второго уравнения (3.9), видим, что Цг <0 , 
так что наше предположение о положительности не умаляет общ
ности. Далее, перемножая уравнения (3.9), получаем 

Н 
X 

Mity + £) X , f i ( ^ 4 ) y ° ( З Л 4 ) 

Подставляя сюда (3.13), приходим к соотношению 

^ЩУг)) = ' ( З Л 5 ) 

откуда заключаем, что % ~ Y * 
Таким образом асимптотически при N —*»оо решение (З.П) 

характеризуется одним вещественным числом X и имеет вид 

N у ?Ха=х - I » ( з л е ) 

где X параметризует полный импульс состояния 
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- р С ! ) = р(Ц*0-
(3.17) 

Для соответствующей энергии получаем 

V dX 

- г \ ъ \ * эх»/г \ ч ;~ ч Их 
(3.18) 

\,+хг ' 
или 

(3.19) 

В приведенном выводе для сокращения выкладок мы допустим извест
ную вольность и обращались с Х4 и Ха как с независимыми пере
менными . Энергия 1г(А.иХО построенного состояния положительна и 
меньше, чем энергия двух магнонов с импульсами р< и р а, связан
ными соотношением р4 + р а == р(.Х 1 ?Х 2) (mod 290 . Поэтому 
это состояние естественно называть связанным состоянием двух маг
нонов. 

Бетевский вектор 

¥ с Х , , . . . , X t ) = ВСХ,). • • В (Х Е )П (3.20) 
при произвольном t исследуется аналогично. Вещественным X 
соответствует состояние I независимых магнонов. Комплексные X 
собираются в "струны" длины И _ наборы ЯМ + 1 чисел 
вида 

X W * X + i m , n v = - M , - M + 1 , . . . , . M - i j M ; ( 3 e 2i) 

где М - целое или полуцелое положительное число. Сами магно-
ны можно рассматривать как струны длины I. 

Доказательство того, что при N~*°° комплексные X имеют 
ввд (3.21), вполне аналогично рассмотренному выше случаю струны 
длины 2. Именно, наряду с числом X = X + i l j с Ц>0 в реше-
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ние XJ,...,AJ системы U.2I) входит и А = ХНСуЧ) (ср. с 
формулой (3.13)). Далее, вещественность полного импульса (ср. с 
(3.15)) показывает, что такие X группируются в цепочки, сим
метричные относительно вещественной оси - струны ввда (3 .21)* 

Итак, в общего вида бетевском векторе (3.20) I чисел 
... Д(> объединяются в струны различной длины. Обозначим че

рез V M число струн длины 2М + 1 , М = 0 ?|, .. . и через Xĵ  , 
] = \,.. ., V M - вещественные части параметров X , входящих в 
струну с номером J . Полное число струн обозначим через 0^ . 
Имеем 

^=Z>> U
 L ( 2 M + i )V (3.22) 

и 
Набор целых чисел , {VM} ),связанных соотношениями ( 3 .22 ) , 
характеризует бетевский вектор (3.20) с точностью до задания (J, 
чисел XjjM . Будем называть такой набор конфигурацией.Энергия и 
импульс бетевского вектора,соответствующего данной конфигурации, 
с экспоненциальной точностью при N -»оо складывается из CJ, слагае
мых, представлящих собой энергию и импульс отдельных струн.Энер
гию и импульс струны длины 2МН мы вычислим немного позднее. 

Для параметров заданной конфигурации имеет место 
система уравнений, которая получается из (I.2I) следующим образом. 
Для выделенной струны длины + 1 перемножим уравнения 
(I.2I) для входящих в нее параметров Xj . В правой части пере
множим сомножители ft"**"1 по % в соответствии с разби-
ением в данной конфигурации переменных А на струны. Для запи
си возникающих уравнений удобно ввести обозначение 

Ч(Х)= • (3.23) 

Имеем равенства ц 

М 
ПI 4<M»)-4(fc)4(ff l - ) -v , ,W, 

(3.24) 

(3.25) 
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П П ч с х н с ^ ^ П VLcx)=v (X). ( 3^ 2 6 ) 

m,=-M, nv=-M4 L=IM RM T| " Г 

Искомая система уравнений имеет вид 

\ « , м 4 ) * « ( 3 ' 2 7 ) 

Эти уравнения ввели и использовали Такахаши [10] и Годен 
С9]* Их отличительной особенностью является то, что в них учас
твует только вещественные параметры Х^щ . Неиспользованные 
уравнения из системы (I.2I) для комплексных \j выполняются с 
экспоненциальной точностью при N —•>00 . Здесь мы лишь наме
тили доказательство этого утверждения. Подробное доказательство 
можно найти в работе [9]. 

Подсчитаем импульс и энергию отдельной струны длины 2МИ . 
Оля этого воспользуемся формулой (3.24), из которой следует,что 

(3.28) 

Таким образом при N — б е т е в с к и е векторы приобретают 
интерпретацию в терминах многочастичных состояний рассеяния маг
нонов и их связанных состояний - струн длины больше I. Одночас-
тичное состояние характеризуется импульсом р и энергией 

К^) = ~Ш^~т^1 м = 0 ' 1 ' " ' • о-3») 
С ростом N эти состояния становятся все более вырожденными; 
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степень их вырождения равна N . Это вырождение можно 
снять, если в пределе при N —рассматривать состояния, при
надлежащие неполному тензорному произведению в смысле фон Нейма
на [25] пространств \ п , примыкающему к состоянию Г1 . Это 
предельное пространство J3 F , в свою очередь, изоморфно не
полному тензорному произведению пространств Фока для бесконечно
го числа возбуждений 4fM • Из всего действия группы SU(£) 
в пространстве Jp N в пространстве i5F выживает только дей
ствие оператора S 3 ~ | r I N * 

Эта предельная картина естественно описывается в формализме 
квантового метода обратной задачи, если мы будем рассматривать 
предел матрицы монодромии ^ ( \ ) при N—>®° регуляризо-
ванный по отношению к состоянию О. . Соответствующая проце
дура, аналогичная приведенной в [13],[26] для случая бозонов с 

£>-образным взаимодействием (квантовое нелинейное уравнение 
Шредингера), была явно проведена Кулишом и Окляниным в [23]. Для 
этого естественно перенумеровать узлы решетки, считая, что П 
меняется симметрично относительно 0 • ; например, при нечетном 
N * - ̂ jn- 4 П 4 н^- • Б пространстве J5 p существует пре
дел __NH _N4 

. М °\ °\ 
N-*» у О Х-|/ V 0 Х-|/ 

/АсХ) ВСХ) 
V ссХ) фсХ) 

Для предельных операторов имеют место соотношения 

[ВсХ), B(ja)] = 0 , АсХ)П = П , 
(3.32) 

Ac\)Bcja) = 5^7X) BCjit)AcX). 

Соотношения (3.32) можно положить в основу определения описанно
го выше спектра возбуждений подобно тому, как это было сделано 
в работе [27]. 

В формуле (3.31) участвует диагональная матрица, которая 

(3.31) 
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получается из оператора LnO0 при формальной замене 

• ' *1 = 0 » б1^° 1 e n = I - (3 .33) 

Эта замена символизирует граничные условия, накладываемые на спи
новые операторы в пространстве состояний Jpp 

\ ^ з * бп~>0 , б п — > 0 , б п — > 1 при I r U — ( 3 . 3 4 ) 
Пространство состояний «0р в координатной реализации представля
ет собой замыкание линейной оболочки векторов вида 

У У | б" б~ Q 
(3.35) 

где К 9 т 4 , . • ., tu x < оо . Оператор действует в этом прост
ранстве и аннулируется на векторе вида (3.35) при |Щ—>оо # 

На этих же векторах оператор в £ обращается в единичный в пре
деле больших IШ . Что же касается оператора <5~ ., то при 
|tv*l—>.°° он выводит из пространства jpf и исчезает в слабом 
смысле. Строгое исследование оператора Н в гильбертовом прост
ранстве 3f дано в серии работ Томаса и Баббита [28-30]. В ра
ботах [28-29] дано доказательство теоремы разложения по собствен
ным векторам оператора Н в пространстве j^^ , причем показа
но, что пределы бетевских векторов при |Ч—>оо образуют полную 
систему. В работе [30] для этих состояний построена теория рас
сеяния и вычислены собственные значения S-матрицы. В частности, 
в [30] показано, что цри рассеянии сохраняются конфигурации и 
весь эффект рассеяния с в о д и т с я к умножению на фазовый множитель. 

В рамках квантового метода обратной задачи вычисление S -
матрицы выглядит особенно просто. По аналогии с рассмотренным в 
[13] случаем квантового нелинейного уравнения Шредингера, вве
дем операторы Замолодчикова 

Z M c X ) = n ВСХНпОАсХ), (з.зб) 

Как следует из (3.32), эти Операторы удовлетворяют перестановоч
ным соотношениям 

ZMc\) Z M w = Z M w ZMcX) S M M4>i-X), о. 37) 

где 
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^м/ c ^ ~ V M / '00 , (з.зв; 
(см.(3.26)). 

Для данной конфигурации in- и out - состояния даются обще! 
формулой (см.[31]) •" v. 

м 

nZM с \ 1 ( М ) П , (з.з9) 
где для uv -состояния все параметры Xj j M упорядочены справа 
налево в порядке возрастания, а -для. out -состояния - в порядке 
убывания. Процесс многочастичного рассеяния сводится к последова
тельности двухчастичных и полный фазовый множитель-является про
изведением -^ЦгО двухчастичных множителей 
5щ^м^ ( l X j j M - X j^ ' l ) Структура полюсов собственных зна
чений $-матрищ! согласована с интерпретацией струн длины2М + 1, 
М > 0 , как связанных состояний £М + \ элементарных магно-

нов. 

§ 4. Основное состояние и возбуждения. Случай 

При 3>0 оператор энергии отрицателен и основным состоя
ние м- антиферромагнитным вакуумом, является собственный вектор 
с максимальным по модулю собственным значением. Из картины воз
буждений, описанной в § 3, ясно, что при данном N такой век
тор соответствует максимально возможному числу струн длины I 
I = .["§"] . В этом параграфе мы будем считать N четным; 

в этом случае основное состояние невырожденно, его спин равен 
нулю и спин всех состояний целый. Для характеристики возбуждений 
над этим основным состоянием нам следует более подробно исследо
вать систему уравнений (3.27). Поэтому в начале этого параграфа 
мы рассмотрим вопрос о параметризации всех ее решений при боль
шом, но конечном N . . Для этого, следуя Бете и всем последую
щим авторам, мы перейдем в ней к логарифмам. Отметим, что в (3.27) 
входят только множители вида 

\ / ( X \ - X-ia 
Ч, Va) ~ \На (4.D 

где X ш О/ вещественны. Определим ветвь tfity \/0 (X) , проведя 
разрезы на комплексной плоскости X вдоль мнимой оси от i до 
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too и от-too до -t . В этом случае 

{ УДХ) = £ ( Ш % X + 0t , (4.2) 

где a/cct̂  X - главная ветвь арктангенса, - |̂ <a&ctcj X <т| 
при вещественных X 

Логарифмируя уравнения (3.27), приходим к системе уравне
ний 

X 
IH autj jffi = « * С Ц - I I %Ai\iKK„,), (4.3) 

где 

Ф М МСХ) = ^ 1 (au%f+aic%AT) (4.4) 

и штрих над знаком суммы означает, что в случае М4 = М2 пропу
щено слагаемое a/tctg -j™ с L = 0 . Числа QjjM складываются 
из некоторого целого числа, характеризующего полное приращение 
аргумента правой части (3.27), из числа - ~- , возникшего из за
мены i-to^Vo(X) на fycji&Cjf X, и из аналогичного слагаемого в 
правой части (4.3). 

Целые или полуцелые числа С̂ ,м параметризуют возможные 
решения системы уравнений (4.3). При исследовании этой системы 
мы будем предполагать, что среди чисел Q,j>M при заданном М 
нет совпадающих. По-видимому, можно доказать, что совпадающим 
Оь-^щ отвечают совпадающие вещественные решения Xj^ . Соглас
но замечанию в конце § 1,это приводит к исчезновению соответст
вующего бетевского вектора. Заметим также, что из системы (4.3) 
очевидным образом следует, что если для заданного набора различ
ных при каждом М чисел Qj,M существует решение {Xj.^] , 
то при каадом М ере^м чисел Xj^ нет совпадающих. При этом 
соответствующий бетевский вектор не исчезает. 

Определим возможные значения чисел Qj j M для заданной 
конфигурации ( T , Q , , { V M } ) . в силу нечетности CJicty X допусти
мые значения GtjjM расположены симметрично относительно О 
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и являются целыми или полуцелыми в зависимости от Q*na* . Бу
дем считать, что при каждом М числа Xjyjvj упорядочены в поряд
ке возрастания с ростом \ от I до V M Наибольшее допустимое 

Qmax • • » и 
^ определяется из следующего принципа: при 

uj>M = GlM + 2М "И соответствующее решение X j ) M обращает
ся в оо в Напомним, что Х^щ дараметризует струну длины 
<£МН , так что для "выталкивания" этой струны на оо естест-

М долж
но быть превышено на ̂ ,М И • Заметим теперь, что 

Фм<ЛСоо) = -ФМ)1М1(-оо) = 2 Я З ( М < , М 1 ) , (4.6) 

где 

при м^м е, 
п р им 4 = м4. ( 4 , 7 ) 

Из уравнения (4.3) и (4.6) для получаем следующее значе-
ние 

Ограничения на целые или полуцелые числа, участвующие в 
уравнениях вида (4.3) впервые были получены самим Бете в работе 
[2]. Он использовал другую ветвь функции loty Vc (X) , но его 
ограничения можно пересчитать в наших терминах и при этом полу
чится формула (4.8). Другой вывод (4.8) приведен в работе Годе-
на [8]. 

Будем называть допустимые значения для чисел Q j ^ вакан
сиями. Число вакансий для каждого М обозначим через 
Имеем 

Перейдем теперь к описанию параметризации решений системы 
(3.27) и вместе с тем и всех бетевских векторов. Сформулируем 
основную гипотезу, кавдому допустимому набору чисел Qj M 

соответствует единственное решение системы (4.3). Эта гипотеза 
явно или неявно принималась всеми специалистами, начиная с Бе-
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те. По-видимому, для ее оправдания следует использовать распро
странение-вариационного принципа Янга и Янга [6], сформулирован
ного ими для вакуумной конфигурации t = ty=V0 = -|- 9 V M = 0 при 
М > 0 на произвольные допустимые конфигурации. Тем самым мы 
считаем, что числа Q j ^ играют роль полного набора параметров, 
классифицирующих бетевские векторы. 

Покажем, что сформулироваиная гипотеза согласуется с числом 
состояний в З н , dim З ы = 2 Данной конфигурации [VM]) 
соответствует число состояний Z ( N I { V^}) , определяемое 
следующим образом 

2 ( М 1 1 У и » - П С Р н . • ( 4 . 1 0 ) 

Наша ближайшая цель - подсчитать число состояний для всех конфи
гураций с фиксированным Ь 

Z(N,e) = I ZCNI{V„1). 
...... Z«M+4)VM*t ( 4 Л 1 ) 

м 
Для подсчета Z С N , V) , в котором мы будем следовать Бете 
[2], используется важное свойство чисел Рщ , непосредственно 
вытекающее из (4.9) 

PMCNI{vM})-PM.fCN-%l{vM}), М>0„ (4.12) 

где Уед = V M 4 . i и, конечно, 

. = Z V M . (4.13) 
М 

Введем частичное число состояний 

zcN,e,4) = Z z c n i ( v m } ) , 
I(2MH)vM=e 
ZvM=<j, (4.14) 

так что 
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z c N,e ) = 2 1 z(M,<p. ( 4 I 5 ) 

Из (4.12) получаем, что 

ZCNI{v'M}) = c ; . 4 4 Z C N - 4 l [ v M } ) , ( 4 . I 6 ) 

откуда для Z (N Д j Cp получаем рекуррентное-соотношение 

v 

v-o ' N " 4 z ( n , U ) = I c N . 2 a + ; z c n - M - m - V ) (4.i7) 

с начальным условием 

Z C N , M ) = N 4 . (4.18) 

Решение этого соотношения с данным начальным условием найдено 
Бете [23 и имеет вид . 

ZAN,!^)- N-tH u

N -e + < Чн • (4.19) 

Суммирование в формуле (4.15) с учетом (4.19) производится три
виально и приводит к результату 

Z(N,0 = N T I T ? C n = Cn -C-n . (4.20) 

Эта формула и была получена Бете. 
Вспомним теперь, что каждый бетевский вектор с фиксирован

ным Ц |- является старшим вектором в мультиплете размерности 
M-̂ t+l . Таким образом, полное число состояний Z , по
рожденное допустимыми числами Q; м , равно 

Z = £ C N ^ H ) C C ^ C N V (4.21) 

С помощью суммирования по частям сумма (4.21) легко преобразует
ся к виду 
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г 1 -^ е н 
2 = С + 2 2 ^ Сн = £ . (4.22; 

е=о 
Таким образом, мы действительно показали, что основная ги

потеза 'о параметризации бетевекшс векторов приводит к полной си
стеме собственных векторов оператора Н ® Ш мтт теперь перей
ти к основной задаче этого параграфа - классификации состояний, 
с энергией близкой при N — к энергии основного состояния,» 

Основное состояние, как уже было сказано, соответствует кон
фигурации 

I = < и ч = vM=o , м>о. (4.23) 

В этой конфигураций число вакансий для струн длины I также рав
но ' . Таким образом, соответствующие числа 0 заполняют 
все вакансии и лежат в интервале 

что еще раз показывает невырожденность этого состояния. 
Рассмотрим теперь примеры простейших возбуждений: 

N.. л _ Ji_j ч, - N _ ъ 

Спин этого состояния также равен 0. Для струн длины I число ва
кансий в этой конфигурации равно Ц .; для струны длины 2 име
ется одна вакансия, единственное допустимое £1^ равно О 
Таким образом описанная конфигурация определяется двумя парамет
рами - положением двух незаполненных вакансий для струн длины I 
- "дырок", которые независимо меняются в интервале (4.24). 
Ж 

Uq, = ve* | ч ; v M =o, м>о. (4.26) 
Спин этого состояния равен I, так что оно является старшим век
тором триплета. Число вакансий для струн длины I равно |г+1 • 
Таким образом эта конфигурация также соответствует двухпараметри-
ческому семейству бетевских векторов и параметризуется двумя 
дырками. 

Примеры I и 2 входят в класс конфигураций Ж̂ р- , который 
можно охарактеризовать следующим образом: каждая конфигурация, 
входящая в Ждр г содержит отличающееся от— на конечное количест
во число струн длины I и тем самым конечное число струн длины боль-
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ше I, йолму^ ̂  - • f где %o положительно и конечноf SO 
is (4.9) получаем 

P . - f + V a L v M , 

PM - * V f t L ^CM,M')VM,,M>0, (4.28) 
M M'>0 

откуда имеем 

'R>T ' P M ^ K - ' M > 0 - (4.29) 
Кроме того, из (4.27) следует, что число дырок для струн дайны Г 
всегда четно и равно двум только дая примеров I и 2. Наглядно 
класс W/frF можно представить как "море" струн длины I о конеч
ным числом погруженных в него струн длины больше I. Мы убедимся 
ниже, что класс Ж д р может быть ©характеризован как класс та
ких конфигураций, дая которых соответствующие состояния имеет 
при N —>°° конечную энергию и импульс относительно антиферро
магнитного вакуума» 

Следуя Хшьтену и де Клуазо-Пирсону, можно дать полную ха
рактеристику описанных состояний в пределе N — . Дело в том, 
что при числа XJ^Q равномерно распределяются по всей 
вещественной оси с некоторой плотностью. Эта плотность удовлет
воряет линейному интегральному уравнению, которое легко решает
ся явным образом. По этой плотности вычисляются основные наблю
даемые для данного состояния. 

Рассмотрим эту ситуацию более подробно. Начнем со случая 
основного состояния. Уравнение (4.3) имеет вид 

К 

o/tctcj, 2Х. = ^ + -{j Z* ОЛХЦ, CXJ - Х к ) . (4взо) 

Здесь и в дальнейшем мы будем опускать индекс 0 у чисел Xj)0 

и Glj,o ; числа Qj монотонно возрастают вместе j в интервале 
Г N_ i _L N - А ] .При N —>оо имеем 
L Ч + % 1 Ч Л J 

- » Х , - ^ 4 X 4 if > X j - ^ X C X ) , (4.31) 
где Хсх) - монотонная функция, причем Х(--ц-)=- оо и XЦ-) -оо . 
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Строгое доказательство этого можно найти в работе Янга и Янга 
[б]. Заменив в (4.30) сумму интегралом, получим предельное урав
нение 

atidfy Xtx)=3£х + ̂  aicty'cXcx)-Xcy)) . (4.32) 

Более подробное исследование, использующее формулу Сонина для 
замены суммы интегралом, показывает, что уравнение (4.32) аппрок
симирует (4.30) с точностью 0 ( " g O . Введем функцию Х(Х). , 
обратную к ХСХ) . Функция 

шщ-
U x I Х = Х С Х ) 

(4.33) 

играет роль плотности чисел Xj в интервале АХ . Дифференцируя 
(4.32), получаем для рСХ) интегральное уравнение Хюльтена 

•00 
^ С М + | Т ^ ^ ^ = ' (4.34) 

- со 

которое решается преобразованием Фурье. Заметим, что 
0 0 1X5 

- 0 0 

9 ,ч Ц § | 

(4.35) 

откуда 

-t\l 

- 0 0 

Соответствующие энергия и импульс имеют ввд 

(4.36) 
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N 

Е = L k \ j ) = N J kX)p(X) 

0 0 -II, 

a J i+e,sl ' 

dX = 

(4.37) 

- 0 0 

0 0 I 
P = L pcX;) = N ( pc\)pcX)d\ = ^(mod23Q.C4.38) 

Кроме того, 

8 = f;l 1 =f"" NS P ^ X = o , (4.39) 
J - l -oo 

что/ конечно, было очевидно заранее. 
Рассмотрим теперь возбуждения из примеров I и 2. Начнем с 

"более простого примера 2. Уравнение (4 .3) принимает вид, анало
гичный (4.30) ^ 

6 3 W П к=1 (4.40) 

но числа Qj теперь лежат в интервале [~ "Ц" ' "ц ] и имеют два 
пропуска-дырки. Обозначим пропуски через П*) и Q,lfc', . 
При 1 -. 

Т Г ' n ~ * Х * ' "N" ~*x + -jJj-(0Cx-x4)+e(x-3C2)), (4.4i) 

где 8CX) - функция Хевисайда, 8(X) = 0 при Х 4 0 , 
0(Х) = 1 при Х>0 . Предельное уравнение 

Л X (х) = jtx+f (е (х-х,) + е С х - х»)) + 
~ц 

+ jj • алАц (X с х ) - X су)) (4.42) 
. 1 
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опять выполняется с точностью 0 {^"щг) • Для функции р^{Х) , 

определяемой по формуле, аналогичной (4.33), получаем линейное 
интегральное уравнение 

- D O 

(4.43) 

где Х( параметры дырок, А^= Хсх^) , i = 4,u . Очевидно, 
что р^СХ) имеет вид 

j)tCX) =р(Х)+ ̂ (6СХ"Х4) + е*(Х-Х£)) , (4.44) 

где функция (э(Х) удовлетворяет интегральному уравнению де 
Клуазо-Пирсона 

(4.45) 

Решение имеет вид 

4X1 
бсХ) = ^ $ бс!)ё ds, <5(§)= - • (4.46) 

-00 

Энергия и импульс этого состояния, отсчитанные от основного 
состояния, имеет вид 

£^СХ4 ,Х2) = 
со 

= N J kX)CptcX)-pcX))dX =£СХ <) + есХ2) , (4.47) 
- 0 0 

0 0 

ictcX4 A ) = N ̂  pcXKptcX)-pcX))dX = (4.48) 
- 0 0 

= IUX 4H KcXaHwodaat), 
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где 
со 

£(Х) = ̂  fv(ĵ )6CX->i)d>t = 3 ^ x 5 (4.49) 

U(X) = ̂  p(ju,)^CX-ju,)djLl=a^^ -3Uk( \ )40 , (4.50) 
-00 

причем 1<тг 
£ = - ^ - 5 1 м Ю . ( 4 < 5 1 ) 

Мы видим, что импульс сХ4, Х2) меняется в интервале [0, Ш) , 
т.е. в полной зоне,когда \ и Ха независимо пробегают всю веще
ственную ось* Кроме того, полный спин состояния может быть вы
числен по формуле 

>6 = - J CdCX-\)4-6cX-X a ))dX=L ( 4 e 5 2 ) 

-00 
Перейдем теперь к цримеру I. Обозначим через Х$ единствен

ное из чисел X j , | , характеризующее струну длины 2; числа 
Xj ) 0 для струн длины I будем по-прежнему обозначать через Xj . 
Уравнения (4*3) расщепляются на два уравнения 

амЩ 2Xj = 
f-£ (4.53) 

К=1 

где 
Ф СХ) = O A C T ^ £ А + О Д Х ^ J Л , (4в55) 

При этом Й- - 2, чисел Q; меняются в и н т е р в а л е - 7 7 + т г ~ 4~ ? 
3 гА) А(Ъ л Ш Л М 

так что среди них опять есть две дырки Ц и Щ , Ц *; < U2 
Уравнение (4.53)мы можем рассмотреть также,как и выше,счи

тая Xs произвольным параметром.Уравнение (4.54) служит для его 
определения. Для плотности р$(Л) чисел Xj получаем уравнение 

0 0 

^ ^ ^ ^ - ^ ' c X - ^ - l c S c X - X ^ S c X - X , ) ) (4.56) 
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и решение имеет вид 

PsCX)=pcX)+|j(6(X^) + 6 ^ (4.57) 

где PCX) иб ( Х ) введены выше, а О)(А) удовлетворяет урав
нению 

со 

gtoc\) + { Ч н х ^ ^ = ~ Ф с Х ) - (4.58) 

Решение уравнения (4.58) имеет вид 

(4.59) 

1 Г •iisi-us,, = 

- О О 

Для определения. Х5 перейдем в уравнении (4.54) к п р е д е л у 0 0 

0 0 

a t<% X s = J cp(\s-\)p(\)ct\+ 
-co 

oo (4.60) 

4 J ФCX5-X)C^cX-\) + б(X~X 2)+a)tX-X 5))dX. 
- 0 0 

Первый интеграл в правой части (4.60) при любом Х 5 равен левой 
части. Далее, вследствие нечетности СрсХ) и четности а)(Х) 
последнее слагаемое во втором интеграле исчезает и для определе
ния Хс мы получаем условие: 

э оо 
\ <P(X5-X)(<5CX-X,WX-Xo)dX =0. (4.6D 

- 0 0 

Имеем м 

^ ф (X -ju/)dcjn)dju, = -atcta, 2X, (4.62) 
-co 

так что условие (4.61) принимает вид 
165 



алсЦ, $(\5-\0 ±акеЦ .£CX s-X a)=0, (4.63) 
решением которого является 

X - М̂* • (4.64) 

Таким образом параметр струны Х 5 определяется однозначно. 
Замечательный факт состоит в том, что наше струна не вно

сит вклада в энергию и импульс возбуждения. Действительно, лег
ко показать, что оо 

$ fvcX)a)CX-Xs)(iX = 
-оо 

оо 

1J е'51 t M d § = ttxJ = - К с\,) (4.65) 
-00 

и аналогично для импульса 

J pcX)c6cX-Xs)(iX=~picX5)? (4,66) 
- со 

где 111 CXS) и P i (A s ) энергия и импульс струны длины 2, 
которые даются формулами (3.28) и (3.29), Имеем теперь выражения 
для энергии и импульса 

оо 

= lh CXS)+N [ fvcX)(p5(X)-pc\))dX=ecXo+ecX2) 1 (4.67) 
1 - 0 0 

K ScX uX« 1)= . 
oo (4.68) 

= Pi CXS) + N J p(X)CpscX)-pcX))dX = ксХ4) + к(Х2), 
где функции £(Л) и К(Л) введены в (4.49) и (4.50). Таким об
раз ом, энергия и импульс построенного нами- состояния такие же, 
как и в примере 2. Единственное различие этих состояний состоит 
в значении спина. Спин последнего может быть вычислен по форму-

со 
ле р 

5 = - г -) C26cX)+o)cX))dX=0. ( 4 # 6 9 ) 
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Формулы, аналогичные (4.52) и (4.69), впервые были предложены Ко-
репиным в [32] да вычисления заряда в массивной модели Тиррин-
гав 

Также заметим, что формулы (4.65) и (4.66) являются част
ными случаями обшей теоремы, говорящей, что в конфигурациях из 
класса Ш д р вклад струн длины больше I в энергию и импульс 
исчезает. Действительно, аналогично разобранным выше примерам I 
и 2 можно убедиться, что вклад струн длины больше I в плотность 
рСХ) дая струн длины I аддитивен. Соответствующая каждой 
струне длины #М + 1>1 функция UJM сХ) удовлетворяет 
уравнению • 

-00 

Решение имеет вид 
ОС Ь* 

1 Г А " ш j М 
-со 

л С ч -М1Ы (4.71) 
coMcl) = -e . 

Соответствующий вклад в энергию .есть 
00 

ftMCXe)+J ftcX)a)M(X-Xs)d\ = 
-°° ' (4.72) 

„ - ? -CM+|)l§l-iXS 
= ?v M(X s) + |-Je te=0. 

-co 
.Аналогичным образом рассматривается и импульс. 

Отмеченное обстоятельство важно для классификации всех со
стояний из класса ОТ/др . Вследствие указанной выше аддитив
ности их энергия и импульс складываются из энергий и импульсов 
четного числа дырок в море струн длины I ш тем самым конечны. 
'Валь струн длины больше I сводится к разделению эрос состояний 
по спину. Спин можно вычислять по формуле Корепина 

00 

S = - L ам+ov -((2tv0-£v )<*(\)+ 
М>0 -оо М>0 
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CO 

+ L VMO)MCX)|dX= -L«M+0V M-2v,^)dX.(4.73) 

Состояния, отвечающие не вошедшим в кжасс 'Ш/др конфигу
рациям, имеют бесконечную относительную энергию при N*-*00 . Мы 
не провели строго исследования, однако простой перебор всех воз
можных примеров убедительно это доказывает. Действительно, кон
фигурации С I , cj, , {У м}) с конечным числом имеют беско
нечную относительную энергию. Далее, конфшурации с морем из 
струн дайны больше I также имеют бесконечную энергию над основ
ным состоянием, так как энергия струн длины W + i , М >0 
всегда больше энергии набора струн длины I с тем же импульсом. 
Таким образом,условие конечности относительной энергии позволя
ет нам выделить из несепарабельного при N ~> 0 0 пространства 
Jpoo сепарабельное подпространство J3 AF , натянутое на 
векторы, соответствующие конфигурациям из класса Ж д̂р • 

Обратимся теперь к интерпретации полученных результатов в 
терминах квантовой теории поля. Мы считаем, что приведенные рас-
суждения показывают, что все возбуждения над антиферромагнитным 
вакуумом описывают состояния рассеяния только четного числа ква
зичастиц одного сорта с импульсом, пробегающим половину зоны 
Бриллюэна -в( 4 К 4 0 , и законом дисперсии £(&)=-^ s m &. 
Индивидуальные одночастичные состояния не существуют. В этом 
смысле квазичастицы являются кинками и напоминают солитоны в 
квантовой модели Sine-Godon [32] , [14] . Спин кинка - спино
вой волны равен j . Действительно, состояния из примеров I 
и 2 имеют спин 0 и I и являются старшими векторами, составленны
ми из двух кинков. В первом случае спины кинков антипараллельны, 
а во втором - параллельны. 

Более формально, мы считаем, что гильбертово пространство 
JpAr раскладывается в прямой интеграл 

%= L \-:\ d4..-.di^n®C- (4.74) 

и отличается от обычного фоковского пространства для бозонов со 
спином ^ правилом суперотбора, запрещающим состояния с не
четным числом частиц. Поскольку импульсы, их меняются независимо, 
то можно считать, что отдельный кинк можно локализовать и имеет 
смысл говорить об их рассеянии. Соответствующую S -матрицу 
мы вычислим в следующем параграфе. 
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• Отметим, что разобранный пример дает реализацию явления, 
которое в квантовой теории поля принято называть обесцвечивани
ем. Действительно, исходная модель инвариантна по отношению к 
группе SHC£) 9 в то время как физические состояния классифи
цируются по 5tlW)/Z 2 # 50(3) , где Ъ% - центр 
SUC2) . Кинки (аналоги кварков) вылетают, но их число в фи
зических состояниях обязательно четно. 

Наша интерпретация возбуждений кардинально отличается от 
общепринятой картины, восходящей к де Клуазо-Дирсону. Именно в 
работе [4] при конечном N был предъявлен набор состояний со 
спином I, который авторы считали переходящим в одночастичное 
триплетное состояние при N . Импульс этого состояния ме
няется во всей зоне, которая в этом случае имеет вид -514% 43£. 
Закон дисперсии выглядит следующим образом 

£(К) = ^ I s w K l • (4.75) 

Далее, в работе [п] утверждается, что возбуждения де Клуазо-
Пирсона не единственные одночастичные возбуждения; кроме них су
ществуют .синглетные связанные состояния с законом дисперсии 

£ W = b | s w | l ' 1 4 K 4 f • (4.76) 

Наконец, в работах [33] , [ 34] критиковались результаты [II] , 
однако их авторы по-прежнему считали, что есть много возбужде
ний, в том числе и синглетные, с законом дисперсии (4.75). Та
ким образом,налицо противоречие, которое требует разрешения, 

В одной фразе это разрешение выглядит следующим образом: 
авторы всех упомянутых работ искусственно выделяли однопарамет-
рическое семейство векторов из общего вида двухпараметрического 
семейства, фиксируя один из параметров. 

Поясним это более детально. Возбуздения де Клуазо-тПирсона 
в наших терминах имеют следующий вид: рассматривается конфигура
ция из примера 2, в которой две незаполненных вакансии выбраны 
специальным образом 

CFV)_ ™* Cfv) n Q £ # 

a) — U 1 Щ - произвольно,-Tj ^^^z^ ^ 9 

N 

в) Ц - произвольно, Ц = Ц , • < 5 • I ^ 1 & 
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Будем считать, что полученный набор векторов характеризуется па
раметром 

(4,77) 
? 0 4 К . 

Из приведенных выше вычислений очевидно, что для такого набора 
векторов закон дисперсии действительно имеет вид (4.75). Однако 
столь же очевидно, что этот набор является частным значением 
векторов из двухпараметрического семейства при фиксированном 
значейии импульса одной из квазичастиц. 

Поясним здесь в общих терминах, что мы имеем в виду под от
личием одночастичных состояний от многочастичных. Пространство 
состояний JQ имеет разложение в прямой интеграл 

В = ' J<k JPCK) (4.78) 
по собственным подпространствам оператора импульса. Одночастич--
ное состояние YCK) с импульсом К является вектором с ко
нечной нормой в J3(K) . В то же время двухчастичное состояние 
"У ( & 4 , %г) при 1С = К 1 + К 2 имеет в jp С Ю бесконеч
ную норму. Таким образом, фиксируя один из аргументов в двухчас
тичном состоянии, мы не можем добиться, чтобы оно имело конечную 
норму в Jr> -

Конечно, наши рассуждения могут стать строгими лишь после 
того, как будет доказано разложение (4.74). Однако мы считаем, 
что наша интерпретация несравненно более естественна, чем кон
струкция де Клуазо-Пирсона особенно после того, как последняя 
была расшифрована в терминах заполнений допустимых вакансий. 

Аналогичным образом рассматриваются и другие ложные возбуж
дения. Так возбуждение из работы [II] с законом дисперсии (4.76) 
является суммой двух возбуждений де Клуазо-Пирсона с совпадающи
ми импульсами и требует еще привлеченияяструны длины больше I с 
определенным импульсом. Все это показывает, что даже вычисления 
на ЭВМ, проведенные в [4] , [ 33] , могут привести к недоразуме
нию, если их неправильно интерпретировать. 

По-видимому, технически простейшим способом разрешения об
сужденного "противоречия" является подсчет нормы состояния 
(3.20) в пространстве J3n • Состояния, соответствующие конфи
гурациям из примеров I и 2, должны иметь норму, отличающуюся от 
нормы основного состояния множителем, пропорциональным N , 

1С - 2 L 
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что и явилось бы несомненным свидетельством их двухчастичности 
и оправданием разложения (4.74). В связи с этим комбинаторная 
задача, упомянутая в конце § I, становится особенно актуальной. 

Закончим на этом классификацию возбуждений в антиферромаг
нитном случае, 

§ 5. Рассеяние спиновых волн 

В этом параграфе мы рассмотрим только рассеяние друг на 
друге двух спиновых волн. Подобно ферромагнитному случаю, пол
ная S-матрица факторизуема. и все рассеяние сводится к двух
частичному. Однако, в отличие от ферромагнитного случая, где 
при рассеянии сорт частиц (длина струны) не меняется и сами час
тицы характеризуются только импульсом, в антиферромагнитном слу
чае единственное возбуждение - кинк характеризуется помимо им
пульса еще и спином. Общий вид двухчастичной S-матрицы дня 
квазичастиц со спином ^ дается формулой 

%Ьс6 сх<, К) = ^ (Л,, \ 2 )S Q C S M + S 2 (К i К) SQd £gc J ( 5 Л ) 

где U, , С , d =Н Д и Х 0 Х ^ - параметры сталкивающихся квази
частиц. Триплетный и синглетный фазовые шожители имеют вид 

5 t = S , + S 2 , S S = S , - S a • (5.2) 
К настоящему времени в литературе обсуждался только один 

способ вычисления фазовых множителей для рассеяния дырок в море, 
основанный на подсчете сдвига импульса одной из дырок при нали
чии второй дырки. Этот способ разработан Корепиным [32] в кван
товой теории солитонов. В работе [12] Кулиш и Решетихин вычис
лили 5{- СХ<| , ХоД по методу Корепина. 

Здесь мы приведем формальный вывод выражений для 5^ и 
S s , обобщая процедуру с операторами Замолодчикова из § 3. 

Для этого достаточно изучить собственные значения 5 -матрицы 
на бетевских векторах, так как они являются старшими векторами,а 
в каждом неприводимом представлении SXlifl) $-матрица крат
на единичному оператору. Напомним структуру бетевских векторов -
для антиферромагнитного вакуума и триплетных и синглетных двух
частичных состояний 

П А ( : = П В с \ р П , (5.з) 

^\сх4Л) = пвсх с. })П, • (5.4). 
1 J J 
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П 5(Х,X ) »В(^ )6 ( Ц И п Ц Я )П , ( 5 . 5 , 
\ \ c t ) \ c s ) ft I 

где числа Aj , Aj и Aj при N сю распределены с плотнос
тями р(Х) 9 PiiK) и р5{\) соответственно, а Х4 ш Кг 

- параметры дырок. Операторы рождения состояний П с̂Х^Х )̂ 
и И $сХУ ),Х^) из состояния Пдр обозначим соответст
венно через В^СХ^Хя,) и B s (Х4, Х 2) • Формально 
В | СХ4, Х 2) имеет вид 

ct) ч 
в + < л Л ) = пв<а г)- о в а-л = 

°° 0 0 (5 6) 
= еоьр (N j Ц BcX)ptC\)dX)eocp {-.N J Ц B(X)pcX)ctX) = 

-00 -00 
CO 

=-ewp[^ ЦBcXX6CX-\)+6(X-\.))dx}, 
где мы использовали коммутативность операторов ВСХ) и формулу 
(4.44). Мы видим, что 

B t <Л» К) = B K i t l xCX 4) BxinxCX2) . (5.7) 
где оператор 

со 
Вкшх СХ) = ewp{ J Ц, B(}i)6CX-jii)dji] (5.8) 

- 0 0 

можно интерпретировать как оператор рождения кинка. Конечно^мы 
знаем, что этот оператор выводит из пространства *0ДР , в 
котором имеет смысл только произведение (5.7). Однако этот фор
мальный объект удобно использовать для построения т и Out 
- состояний для старшего вектора триплета. 

По аналогии с формулой (3.36) рассмотрим оператор Замолод-
чжова 4 

21dftKc\)=BKinxcX)AtxjcX). ( 5. 9 ) 

Здесь оператор АооСХ) получается из AN(X) в пределе N^°° 
после выделения расходящегося вакуумного собственного значения; 

. -N со 
A00CX) = U ANCX)(X+|) ^ { - N j f y ^ p g o d j j , } (5.Ю) 
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(см.формулу (1.22)). Имеет место коммутационное соотношение, 
аналогичное (3*32) 

АсоСЛ) Bxlrt1<да) = BKitl1<gu,)А^сХ) > (б.п) 
где 

оо . • 

« О О 

Соотношение (5.II) следует из (I.I4), если в нем опустить второе 
слагаемое в правой части. Возможность этого можно оправдать пос
ле корректного перехода к пределу N . Из (5.II) следует, 
что операторы Замолодчикова удовлетворяют перестановочным соот
ношениям 

Z ( X ) Z . tfi)=Z Cji)Z. (X)S. (ju-X) r

( 5* I 3 ) 

где 
оо 

тЧ 5 к ш к а ) = г i Ц Ч (̂ б̂ -Х)а̂ . (5.i4) 

Отметим, что в отличие от (5.9) и (5.II), произведения в (5.13) 
имеют смысл в пространстве Д5др . Для вычисления возникшего в 
(5.14) интеграла удобно его продифференцировать по X , после 
чего он сведется к интегралу 

0 0 

. i\ ~^^=-w^m, (5Л5) 
' - 0 0 

где мы йспожьзовали уравнение (4.45). Из (4.46) имеем 

" "И" 1X1 

(5.16) 

где - логарифмическая производная Г - функции (см. 
[353 ). Таким образом 1 
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i г(Цр)гО.^) < 5 - m 

Аналогично рассуждениям § 3 строим старший w и out век
тор в триплетном состоянии в виде 

Ct) 
\ = ^«Ш^ 2^СХ , ) П А ( Г , (5.18) 
,,д1> Х,,>Хе 

= схо z ^ a ^ r v . ( 5 Л 9 ) 

Тогда из (5.13) следует, что S -матрица рассеяния кинков в 
триплетном состоянии имеет вид 

S t C , Х 2) = S K i n x С1 (5.20) 
и совпадает с ответом, приведенным в [12] . 

К сожалению, приведенное рассуждение непосредственно не 
обобщается на синглетное состояние, так как соответствующий опе
ратор рождения состояния D s C A f , Х«) из П Д Р "имеет авд 

00 (5.21) 

-со 
и не факторизуется на два элементарных оператора рождения. 

Однако заметим,, что m и out - состояния из (3.39) с 
точностью до яормировки могут быть записаны в. виде 

нх,)В(х () всх2)А а о п (5.22) 

^out = * СХ2) В(.К) ВСХЛ А СХ̂  П , (5.23) 

где X, >Хг . Аналогичным образом можно поступить и в рассмотрен
ном уже случае триплета (5.18),(5.19) и мы используем это сооб
ражение для синглета, полагая при Х,>Х<; ^ 

Ж, ^ С Х ^ С Х ^ Х О А ^ П 
A F (5.24) 

^ = ̂ СХ2)В5а)1Х1)А0оСХ,)Пдр. (5.25) 
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Тогда 
С = S 5 C X r X 2 ) W ^ , (5.26) 

где 

SSCX) ^ S ^ C l X O S . ^ ) . (5.27) 

Используя (5.II),(5.I2.) и (5.21) для {Цб 0 (Х) получаем вы-

оо 

|ЦУдХ)+{ j Ц ^ ) Ц ) ^ - Х ) Ф А . (5.28) 

Логарифмическая производная S0 СХ) упрощается на основании ин
тегрального уравнения (4.58) и мы имеем 

откуда 

Таким образом мы вычислили 5̂  и S s и можем записать 
5 -матрицу (5Л) в виде 

S ( X 0 \ 2 ) = S ( l X r X 5 l ) , 
(5.31) 

где I и Р соответственно едшичный оператор и оператор пе
рестановки в пространстве С ® С . Формула (5.31) согласуется 
с общей формулой факторизуемых 5 -матриц Замолодчиковых [31] 

и Каровского Й др. [36] . Естественно, что мы получили бы тот 
же ответ, используя метод Корепина [32] . В некотором смысле по
следнее можно считать оправданием формул (5.18),(5.Т9) и (5.24), 
(5.25), так как до сих пор единственным основанием для них была 
аналогия с ферромагнитным случаем из § 3. 

Отметим, что мы не построили реализации полной алгебры За-
молодчикова, то есть не нашли набор операторов 2 а СМ » 
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удовлетворяющих соотношениям 

Za(X) Zg(|i) = ZcCjt) ZdcX) S Q k c d yi-X), (5.32) 

где по повторяющимся индексам подразумевается суммщ>ование от I 
до 2. Однако дая подсчета S ag ; c cj (X) оказалось доста
точным реализовать только операторы рождения старших векторов. 

Заметим также, что построенная S-матрица не имеет полю
сов в полосе | I m X I < I . Эта область играет роль физическо
го листа дая наших возбуждений. Об этом можно судить по выраже
ниям для аддитивных наблюдаемых, например для 8 С А) и Ю(Х) , ' 
которые имеют, как функции X , период ЯК , что следует из 
(4.49) и (4.50).. Это лишний раз подтверждает, что спиновые вол
ны не имеют связанных состояний и представляют собой единствен
ные элементарные возбуждения в нашей модели. 
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