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А.Б.Венков, В.Л.Калшин, Л.Д.Фаддеев 

НЕАРШМЕГИЧЕСКИЙ ВЫВОД ФОРМУЛЫ СЛЕДА СЕЛЬБЕРГА 

Введение 

В работе 1956 года [i] А.Сельберг получил ряд тождеств, ко
торые можно рассматривать как далеко идущие обобщения формулы 
суммирования Пуассона. Возможности разнообразных приложений (вы
числение размерностей пространств автоморфных форм; формулы для 
следов операторов Генке; построение дзета-функций, для которых 
справедлив аналог гипотезы Римана) привлекли внимание к формуле 
следа Сельберга (такое название получил в литературе основной ре
зультат работы [i]) как специалистов по теории чисел, так и по 
функциональному анализу. 

Формула следа Сельберга получается при сравнении спектраль
ного и матричного следов некоторых интегральных операторов. Точ
нее, пусть G '- вещественная полупростая группа Ли, К - её мак
симальная компактная подгруппа, Г С G - такая унимодулярная 
дискретная подгруппа, что инвариантный объём Q/Г конечен. В 
пространстве L X ( K \ G / r ) Функций j на G , удовлетворя-
ицих соотношению 

для всех u e K ; f€ Г , $* С и квадратично интегрируемых 
по инвариантной мере на Q/Г , действует представление 7Г ком
мутативной банаховой алгебры \_ (K\G/К) сферических фун
кций на G и представление алгебры *d(G К) инвариантных 
дифференциальных операторов на симметрическом пространстве груп
пы G . Через 1_Ь (К \ G/Г) обозначим замкнутое подпростран
ство /_г (К \ Q/Г) » соответствующее дискретному спектру "опе
раторов Лапласа'' (т.е. операторов из $)CG,K) ). Для "достато
чно хороших" функций а> е 1_1(К \0>/К) ограничение Щ (у>) опе
ратора ut(f) на L^ (К\ Q/Г) является ядерным интеграль
ным оператором. В спектральном смысле Ж(у) совпадает с некото
рой функцией п. от операторов Лапласа. Тождество, полученное 
приравниванием спектрального и матричного следов оператора &/.(?) 
и выраженное через функцию А с одной стороны в виде суммы соб
ственных значений, а с другой стороны в виде суммы ряда по клас
сам сопряженных элементов группы Г , называется формулой сле
да Сельберга. 

За семнадцать лет, прошедших с момента публикации Сельберга, 
появилось немало работ, содержащих более или менее полные доказа^ 
тельства отдельных частных случаев формулы следа Сельберга (для 
дискретных подгрупп Г с компактным факторпространством G/Г • 
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для арифметических подгрупп Г с Р S L( Z} й.) и т.д.). 
Наша статья основана на дипломных работах первых двух авто

ров [12], [II] и лекциях по формуле следа, прочитанных третьим 
автором в Вильнюсе в марте 1973 года. Мы поставили своей целью 
дать в ней доказательство формулы следа для произвольных дискрет
ных подгрупп Г с P S L ( 2 , № ) таких, что пространство G/Г 
некомпактно, но имеет конечный инвариантный объём. При выводе фор
мулы следа мы последовательно придерживались идеологии теории 
возмущений самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве, 
продолжая тем самым линию работы [2 ] (основные результаты этой 
статьи изложены в § I). Как и методы работы [2], наш неарифмети
ческий, спектральный, подход к формуле следа допускает обобщение 
на случай дискретных подгрупп Г , действующих на симметричес
ком пространстве ранга I [12]. 

При неарифметическом доказательстве формулы следа Сельберга 
возникают некоторые трудности, связанные с оценкой коэффициентов 
некоторой матрицы, участвующей в выражении для асимптотики соб
ственных функций непрерывного спектра. По ассоциации с общей тео
рией рассеяния эта матрица в дальнейшем будет называться S -мат
рицей рассеяния. Для преодоления этих трудностей мы используем 
спектральную формулу следов М.Г.Крейна [3] (формулировка этой тео
ремы, а также других используемых в дальнейшем результатов о ядер
ных операторах приводится в § I). При этом функция спектрального 
сдвига вычисляется способом, характерным для стационарной теории 
рассеяния (§ 2). Б § 3 мы завершаем вывод формулы следа Сельберга 
и приводим теорему о "регуляризованном" следе резольвенты опера
тора Лапласа, тесно связанном с дзета-функцией Сельберга. После 
того, как эта статья была завершена, нам стала известна недавно 
вышедшая в свет книга Куботы [5], в которой детализируется метод 
доказательства формулы следа, намеченный в работах Сельберга [i], 
[8]. Тем не менее мы решили публиковать статью, поскольку, по на
шему мнению, предлагаемый в ней подход, основанный на общей тео
рии рассеяния операторов с абсолютно непрерывным спектром, может 
оказаться полезным и в более сложных задачах. 

При написании этой статьи мы ориентировались на широкий 
круг читателей, в том числе и на специалистов по функциональному 
анализу. В связи с этим в § I мы более подробно, чем это нужно 
для читателя-специалиста по теории чисел, -излагаем простые факты 
о дискретных группах движения полуплоскости Лобачевского. 

В заключение заметим, что объем работы, к сожалению, выну
дил нас в отдельных случаях опустить доказательства некоторых 
оценок, которые можно получить методами, аналогичными использо
ванным в [2]. 
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§ I. Вспомогательные предложения 
Обозначим через - верхнюю полуплоскость комплексной 

переменной % = х + 1у,у>0 . Группа SL(s., Я) действует на 
М дробнолинейными преобразованиями: 

При этом элементы f и -f из SL (2, Ю осуществляют одно и 
то же преобразование Н . Инвариантную меру на поверхности Ж 
обозначим d% и нормируем следующим образом: 

с/% = otxdy. 

В дальнейшем мы будем использовать инвариант пары точек 
r'l* 

ft 

связанный с инвариантным расстоянием Р (%,*') формулой Г 
и = ksk- -&• '% 

Дифференциальный оператор второго порядка 

L--,'(£*#) 
инвариантен относительно сдвигов г ^ г # и называется оператором 
Лапласа. • ' /1 о \ 

Рассмотрим дискретную группу /~сг SL (2, &) / - (0 i ) ~ 
- P S L ( 2 , R ) = G , такую, что пространство ^//"некомпактно, 
но имеет конечный инвариантный объем. Тогда на Ж существует 
фундаментальная область F грушш Г со следующими свойствами: 

а. Существует такое Х>о , что F расположена в полосе 
- х « х < х ; 

б. F можно представить в виде 
F = F o + H , F * , (i.i) 

где F0 - компактна (т.е. содержится в круге и ( % , £ ) * С) и 
имеет кусочно-гладкую границу, a F^ (<*• = ', • • •,п ) представ
ляет собой образ полосы ТТа .' <? < х « /, а < ^ < °° 
при преобразовании г —- z p x с некоторыми <?к

 € G и до-
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статочно большим а . 
В соответствии с разбиением ( I . I ) каждой функции fa), за

данной на F • , сопоставим функции /„ (а У на F0 и / (%) на 
Г7а по следующему правилу: 

fe<*)-f(*),t*F0 ; fjz) = f(*?«) , г*ТТа . 

Аналогично определяются компоненты bote (*>*') ядра 4 с?,?') , 
s , z ' e F , для всякого интегрального оператора К .. Будем гово

рить, что такой оператор К диагоналей, если отличны от нуля 
только компоненты i^^ (z,z') , <*>^o . Гильбертово пространст
во ^ получается пополнением по норме 

F 
множества гладких на Ж. Г -автоморфных функций ]-(%). Через 

Л^ мы обозначим банахово пространство комплексно значных 
функций -f (%) , компоненты которых j (г) и f^ (г) непрерывны в 

Fg и ГТа соответственно, причем 

где /̂  - вещественное число. Норма в <&^ определена следую
щим образом: 

Шрт ™£ '̂ (г)' + ] - % £ , У7*//«/*'' • 

В работе f2 j был исследован оператор А , полученный как един
ственное самосопряженное расширение симметричного оператора L , 
определенного на некотором плотном множестве в £ • Приведем 
основные результаты, которые будут использоваться в дальнейшем. 
Через . R(s) = (А - su-s) E) ~' обозначим реэольвенту опе
ратора А . Это же обозначение мы будем сохранять и для интег
рального оператора, совпадающего с резольвентой в регулярных точ
ках. При Re s = <з >2 ядро оператора Я (s) получается усредне
нием по группе Г функции 

y(*,s)= J [id-i)] (t + iu) --&F .. (1.2) 
0 

Заметим, что для некоторой константы С > о 

\f(«,s)l 4 Cft+u)'* (I#3) 
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равномерно по и > и0 > о и i = Im s . 
При и-*о f(u,s) имеет асимптотику 

tf>(u,S) = -fe 1*и * 0(J) . (1.4) 

Оператор R в.)можно представить в виде: 

R(s)=T(s)+M(s) + N(s), (1.5) 

где оператор Т (s) диагоналей, причем 
( s , 1-S 

j . • , , t \ * * > * * * 

tdeL(e,*';s)-ify,y';s; *-;£;• J - (1.6) 

[f / > ***' 
и ограничен в ^ при cr > j- и в <&_1 = «& при о < а < ̂  . При 
с > 2 операторы 

При изучении спектра оператора Лапласа в гильбертовом про
странстве ^ полезно рассматривать оператор А как возмущение 
некоторого оператора В , заданного в замкнутом подпространстве 

£, с: £ .По определению, 

и оператор 

p:f(e)-~ {(Pf)0(*)~o ; (Р{)а(г)= fЪ<*)<**, «*°}(j. 7) 

являетоя ортогональным проектором /£ на /̂  . Оператор Я дей
ствует в отдельности на каждую компоненту f гг) , и на любой из 
них задается как дифференциальный оператор - » г -р~, в пространств 
ве функций на полуоси а « у<~> , квадратично интегрируемых по 
мере ty-y-* , удовлетворяющих граничному условию 

Y?(a)'ff'(a)> *>*• . (1.8) 
Последний оператор самосопряжен. 

Функции 

''Через 1% с <<р < °°) мы обозначаем соответствующие симметрично ношированнне идеалы в кольце ограниченных операторов в ty 
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при s = { + i г образуют полную систему собственных функций 
этого оператора. Соответствующие собственные функции для опера
тора В определяются формулами: 

/3 = ' , - , * • 

Оператор Q(s) с диагональным ядром f(z,?';s\ <*<х -компонен
та которого равна 

приводится подпространством ^ и^при сужении на него определя
ет резольвенту оператора В в ^ . 

Зафиксируем теперь достаточно большое ж > о ; тогда 

Q(s)=T + to(s) TQfs) , (1.12) 

где T=T(x)n u)(s) = sa-s) - ж(1~ ж). 
В банаховом пространстве Л- рассмотрим аналитически зави

сящее от s в полосе f : o<a<2 семейство вполне непрерывных 
операторов 

H(s)=V[E + u(s) Q(s)] f (i.i3) 
где V= M'(x)+N(x). Особыми точками называются такие s в по
лосе Я* , при которых однородное уравнение 

тг= u)(s) H(s)ir (1.14) 
имеет нетривиальнее решение в <$- . Тогда если «?' - особая точ
ка , то при <У > { , si •{ функция 

у̂ = у + u>(s) Q(s) v (1.15) 

является собственной функцией дискретного спектра оператора А 
с собственным значением Л = s(i-s) . В некотором смысле спра
ведливо и обратное утверждение: если ф€ ^ - собственная 
функция оператора А с собственным значением Я > о , то 

<\г = ^ - co(s) Т^еЛ (I.I6) 
и удовлетворяет уравнению (I.I4) ( Я = sci-s)) . Заметим, 
также, что оператор Р аннулирует все собственные функции дис
кретного спектра оператора А , за исключением конечного числа. 
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Для того, чтобы описать аналитическое продолжение ядра ре
зольвента оператора Лапласа в критическую полосу Ф , опреде
лим интегральный оператор B<s) : 

B(s) = ( E-^<s) T)(R(s)-Q(s))(E - uj(s)T) i (I.I7) 

Тогда для оператора 

Bt (s) = B(s) ~V (1.18) 
выполняется соотношение 

Bt (s) = co(s) V(E + «J(s) Q(s)) V + *(s) H(s) Bt (s)f (1.19) 

которое можно рассматривать как интегральное уравнение Фредголь-
ма для ядра оператора В , (s) в банаховом пространстве <& . При 
помощи уравнения (I.I9) ядро оператора B(s) аналитически про
должается в критическую полосу Ф . Соотношение 

R(s) = Q (s) + (Е + wrs) Q(s)) B(s) (E + v(s) Q(s)) (1.20) 

позволяет теперь продолжить в полосу *£ и ядро резольвенты. В 
особых точках s0 Ф -% } <т0 = Re so » -̂  , ядро tcz,?', s) резоль
венты R-(s) имеет простой полюс: 

u?'*'>s)=roTh77T) H<l>i<*>i>i<*'>+*,<*,*';*>, (I.2I) 

где fc - система ортонормированных вещественных собственных 
функций, которые можно выбрать из пространства $• , а 

zt (г; г'; s) аналитично по s в окрестности s0 , Аналогич
ное разложение ?(z,v'j s) имеет в точке sa = -£ . Используя 
равенства (1.20), (I.2I) можно получить подобное разложение яд
ра £(z,z';s) оператора В (s) в окрестности особой точки sg , 

re •*. -L 

Функции 
ibP(Z;S)= fP(Z,S) + (*>(S)(E + b)(s)Q(S)) B(S) y>P(.5!,S) , (1.22) 
( t^a 4 n) 

образуют полную систему собственных функций абсолютно непрерывно
го спектра оператора Лапласа. При сг= ^ 

^(%,s) = fSup + ^<*>#'-5+#ар <*,*), (1.23) 

где 

II 



FF 

Sa«*<s>m **м a Z s " - ^ - . (1.25) 

Через S(s) и Sa(sj в дальнейшем мы будем обозначать матри
цы, составленные из функций Sa.(s) и Sa w t соответственно. 
Для функций "&MB<s) выполняется соотношение 

&UB(*>S)SO(0 (I.26) 
при у̂ >- <* . Функции ^(i,s) и S^ cs) аналитичны на прямой 

ffe s = ̂  (аналитичность в особой точке s= -£ может быть дока
зана с использованием таких же рассуждений, при помощи которых 
доказывается аналитичность в особых точках З.Ф £ в [2] ) и 
удовлетворяют функциональным уравнениям: 

£ V'V":*;= s*f <I,27) 

. ffi(*,s)=]2f*<z,t-s) S cs)-. (I<28) 

Аналогичные уравнения справедливы и для функций f P a s ) и Sa (s). 
При помощи функций ifrP (z,s) осуществляется аналитичес

кое продолжение ядра резольвенты на всю комплексную s -плос
кость: 

п 
Z(X,X';S) - 1(*,*'; '-*)~-2Г~Г И fP(*i*> ^ (* / *S) . (I.29) 

На этом мы закончим краткий обзор результатов работы [2 ] . По .. 
мере надобности мы будем еще возвращаться к ней в основном тексте 
статьи. 

В заключение этого параграфа приведем некоторые замечания о 
ядерных операторах. г 

I. Пусть Х)УС R - две (быть может, неограниченные) об
ласти с мерами Р{ и f>z , соответственно, причем р , (X) < °° • 
Если ядро {(хи)(х^Х, уе У) интегрального оператора 

Т: LZ(X,f>,)-+LZ(YlfJ 
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удовлетворяет условиям: 
а) при почти всех у- t (•; у) принадлежит Соболевскому про

странству VJ*(X) и 
В) / П<-,?)1г

 г ^г(¥><~> 
Y 2 

то оператор Т - ядерный [б] . 
2 . Пусть Нс и V - самосопряженные операторы в сепара-

бельном гильбертовом пространстве ^ , VeT^fXLJu. I~I{
 = M0

4~V-
Для любой функции f , такой, что у'е L (Ш1) пирй(и>> о, 

ЫР<<*=) оператор f(H,)-f(H0)s Т,()у) .Существует 
единственная функция \, € L (№. ) такая, что справедлива форму
ла следов 

При этом 
ОО 

J \%a)\U = Mr , J XDM-Sp V. 

Д (А) называется функцией спектрального сдвига для парн опера
торов Н0 , hi t . Это утверждение представляет собой некоторое 
усиление теоремы Крейна [2] и приведено в [7] . 

3. Пусть интегральный оператор К е Tf(fy) (% =LZ(F)) 
и компоненты iы „(*,%') ядра £(*,%') непрерывны. Фиксируем 

У>а и через FY обозначим часть фундаментальной области 
F , оставшуюся после удаления окрестностей Пу ра (/< <*<п) 

параболических вершин. Тогда 

Sp К = lim \ l(t,%) di . (I.3I) 
У 

Доказательство этого утверждения следует из общих теорем, 
приведенных в 19] . 

§ 2. Спектральная формула следов. 

В этом параграфе мы вычислим вклад от непрерывного спектра 
в формулу следа Сельберга. Для этого нам прежде всего потребует
ся 

Лемма 2.1. Пусть \ = s c i - s ) - произвольная общая регулярная 
точка операторов А и В . Тогда оператор Rzcs)- Qzcs) - ядер
ный. 

Доказательство, множество общих регулярных точек операторов 
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А и В содержит область Re s > i , s 4 [ \ , * ] . в этой облас
ти 

R(s) = T(s) + Mfs) + N(s) . 

Обозначим через PCs) разность Tcs)-Q(s). Покажем прежде все
го, что P(s) е У[(^). Используя явное выражение для ядер T(s) 
и Q (s) , мы получим, что ядро p(ztz';s) (%,*'£ F) оператора 
• P(s) имеет отличными от нуля только диагональные компоненты 

где множитель ccs) не зависит от .г, г' . Таким образом, доста
точно доказать ядерность оператора P(s) в подпространстве ̂  с ̂ .: 

^ = ( *е ̂  I 5р~°> Р=0,<>->п> J3**} 
при фиксированном ос t /$ос4п. .Поскольку раа (г, • ;s)eU/^ (Па) 
(здесь и далее мы рассматриваем соболевские пространства U// 
по отношению к определенной фиксированной системе координат) при 
любом %еПа , то к оператору P(s) , ограниченному на ty* , 
можно применить критерий ядерноети интегральных операторов (§ I, 
замечание I). 

Поскольку 

T"(s4-Q*(s) = P\s) + P(s)Q(s) +Q(s)P(s) 
и при Res>4 оператор Q(s) ограничен в ^ ( [2] , § 3 ) , 
то для доказательства леммы при Re s > Ч нам осталось показать 
ядерность оператора Я г Ы - Т г ^ ) . Последний оператор можно 
представить в виде: 

Я гЫ-Т гы = ( Т ы +Mis>+NM l-T*(s) = 

= ( MCs) + N(si)1 +T(s)N(s) + N(OT(s) ; 

так как ( [ 2 ] , § 2) 

M(s)T(s) = T(s)M(s) =0 

Поскольку 
Теперь мы определим интегральный оператор N(s) : 
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п (z, г'; s) = п^ гг, «•'; s) при <*, /3 = о, *,..., п • и ( и,/з) ? Л?, о) 

где n ( z , z ' ; s ) - ядро оператора N(s) . Поскольку TVs; -диаго
нальный оператор, то 

Т (s)N(s) = T(s)N(s) 
и 

/Vfs; 77*; = N(s) TCs] , 
r^j ' V 

Покажем, что операторы^ , 77s J Л/rj;, Nfs)T(5). ядерные в £ . 
Представим оператор N(s) в виде: 

N(s) = Г N (*), 
л,р=о I 

где ядро оператора Na (s) имеет единственную отличную от нуля 
КОМПОНеНТу па. (S,*';s) . ^ 

Предположим сначала, что c c f o ^ ^ o . Тогда Л/а.. (s) мож
но рассматривать как оператор, действующий из ^ в %-а • 
Для доказательство его ядерности достаточно показать, что 
допускает представление в виде ряда ( [2] , § 2); 

если <* ̂  уз и 

*«.&(*Уi s) = Ц У ( и (Z,*'S) ' S) 

при л=уз .- (Здесь функция у определена в § I (1.2), %,%'еПа, 
&«р = #, r f p , Гл - <?а / > , ' ). из явного вида функции 

1̂ рина f(«-,s) следует, что частная производная от </>(urz,z'j; $) 
по любой из переменных *', /' (где -?'= *'* ^' ) есть 
0(" (%,?') ~* ) при ^-^Л' И Z'z Па (a=Res) . Отсюда 
легко получить, что naJgy;s) бесконечно дифференцируема по пе
ременным х', ̂ ' . Jfe леммы 1.2 [2] следует, что частная произ
водная ядра п^а (*,*'; бУ по любой из переменных х ' , у / по 
модулю не превосходит C f ^ o n f " f f . поэтому при любом 
ге /7Й £„д Г г, «;^ £ t// ( П а ) . Тем самым доказана 
ядерноеть оператора Л/^ лг; при <**о, / з ? о , 
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Пусть теперь •*• ̂ или р равно нулю. Рассмотрим для опре
деленности оператор Nocl fs) T ( s ) .Его ядро имеет вид 

Пусть $ >а >о . Определим ядро 

1° , при />^*>« 
Нетрудно видеть, что интегральный оператор с ядром 

принадлежит Т% (^) . Ядерность оператора с ядром ^ о Л ( ^ , г " ; ^ ) 
в области {z* F0 , %"е Т1аг^{у">4}} доказывается так же, 
как и ядерность оператора fifaJs)при а Ф о , р ^ о . Отсюда 
следует утверждение леммы при Re s >ч. 

Общий случай следует из тождеств Гильберта для операторов 
R(s) и Qrs) . Лемма доказана. 

Применяя к операторам R (s) ж Q (s) (где s(t-$) = у<о) . 
теорему Крейна (§1, замечание 2), мы получим: 

Следствие 2.1. Пусть H,=Rz(s); /У0= Qz(s) (s(t-s) = y<o). 
Тогда Н{ и И0 - ограниченные самосопряженные операторы и для всякой функции f(p-) , такой, что f ' < ^ е 1Р{М') n Up ы 
( / ̂  р < оо ) СО > О) 

f (Ht) -?(н„) е Г/%). 

Второе утверждение теоремы Крейна нам удобнее применить к 
другой паре операторов. Обозначим через Pd и Рс - ортого
нальные проекторы ^ на замкнутые подцространства ^^ и 

К#с , соответствующие дискретному и непрерывному спектру опе
ратора А ; положим A d = A l ^ r j , Ac = А I £ с и через 

R,(s) } RcCs) обозначим резольвенты операторов Aj_ и 
А с в 4v и ^с • Заметим, что для всякого ортогонально

го проектора Р и самосопряженного оператора И в подпрост
ранстве Р^ 

у(РНР) - Pf(H)P } 

если f(o) = o . Поскольку Q (s)= PRB^s) Р , где # 5 ^ 
резольвента оператора 5 в ^ (§ I ) , то из предыдущего заме
чания, примененного к самосопряженному оператору Н= RB

(SK 
следует, что Q*(s) - Р RB

 (s> P. 
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Аналогично, применяя это замечание к операторам Н/ш. На из следствия 2.1, мы получим: для всех функций f .таких, что 
w(o) = о 

<f>(Rl(s)) - f(Qz(s)) = Pd f(^))Pd + Pc ?(K*fs))Pc - Pf(Rp*>)F, 
p i 

При этом, если f'' € L (A ) a Lip a> , то оператор, стоя
щий в правой части последнего равенства, ядерный в ^ . Отсюда 
следует, что 

Pj ( f(R\s)) -f(Ql(s)))Pd = Pd f (R-i (s))Pd * PdP f(Rl<s))P РФ 

Поскольку проектор P аннулирует все собственные функции 
дискретного спектра оператора Лапласа, за исключением конечного 
числа, то операторы PdP и Р Pj - конечномерны. Поэтому для 
функций f , таких, что у ( о ) = о , и удовлетворяющих условиям 
следствия 2.1, оператор Pd f(ft^(s)) Р^ - ядерный и, по 
теореме Лидского, след его равен сумме собственных значении соот
ветствующей функции от оператора А . Кроме ̂ ого, ядерна раз
ность операторов P-R*(s)-Pc и" P R . \ ( s ) - P . 
Именно к этим операторам мы и применим вторую половину теоремы 
Крейна: 

Следствие 2.2. Существует такая функция | if) <? L (Ю . , 
что для всех функций <f , удовлетворяющих условиям; 

a) f (о) = о ; 
в) f'e L.'(0ll) n Lipb) ( <4p <«>, ь)>о); 

имеет место формула следов: 
со 

Sptp.c f(Rc(s))Pc ~ P?(RB(S))P] = I f'frftW fy (2Л) 
-'oio 

Функция спектрального сдвига Д (,«*) равна нулю при ц- < ° . 
Рассмотрим два класса функций , 
I) k ( \ } - финитная бесконечно дифференцируемая функция 

на полуоси (е,°°) , где у < £< о . 
Для функций из этого класса функция 

I «• ( у̂Г * Ч) »fu f > О 

полученная заменой спектральной переменной 
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Я= -jf-ПГ- А-7ТГ^ > (2-3) 
удовлетворяет условиям а), в) следствия 2.2. При такой замене 

i(A)= <р(Я%)) ; K(B\= Ч>(Н\<*>) (2.4) 
и из (2.1) следует, что 

оо 

Sf>[PcUAc)Pc -РШР] = / V(X)S(X)n (2.5) 
-Ш 

2) Второй класс функций А(X) описывается в терминах функ
ций 

к(г) =k(j- + z*) . 
Мы требуем, чтобы выполнялись условия: 

а) к(%) аналитична в полосе \ 1т г\ < z + S, S>оА 

В) к(г) = к(-г) В ЭТОЙ ПОЛОСв; 
(2 6) 

с) h(z)= 0( fi-hl*)'1 в полосе \1^ч\<г + 8 
Ы(г) =0(i + iii*)~'~9(д>о) при вещественных 1 . 

Следуя Сельбергу, мы будем называть такие функции элементарными. 
Через ф(%) обозначим гладкую срезающую функцию: 

( i при Л >у 4 
I о при Л < ^ 

Для элементарных функций ^ Ш введем функцию 
I О при ytt < О (2.7) 

при /< >0 

Такие функции f(y-) удовлетворяют условиям а), в) след
ствия 2.2 и соотношениям (2.4). Поэтому для них справедлива фор
мула следов 

оо 

Sp [Pj(Ac)Pc -РШР] '= }[/(Л)£ш]'?(»М , (2.5') 
• * ' 

причем функция j (Aj одна и та же в формулах (2.5) и (2.5 ) . 
Собирая вместе полученные выше результаты, мы можем сформу

лировать лемму: 
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Лемма 2.2, Для всех элементарных функций 
1) SpPjfcAJPj ~Z £"Л (2.8) 

где А< - собственные значения оператора Лапласа и ряд в правой 
части (2.8) абсолютно сходится. 

2) Существует такая локально суммируемая функция Д С A ) f 
что 

a) 3(x)(t + iU) * L(-*h °°J; 
в) выполняется формула следов (2.5^); 
с) функция спектрального сдвига^ Д (Л) определена формулой 

следов (2.5) для финитных функций L (X) с точностью до аддитив
ной постоянной. 

Заметим, что в формуле (2.5 ) функция jCCX) не играет ро
ли, поскольку в дальнейшем будет показано, что 3(Л) можно вы
брать таким образом, что J7A) = о при Л < о. 

Оставшуюся часть параграфа мы посвятим вычислению функции 
спектрального сдвига. Рассмотрим гильбертово пространство ^а 
вектор-функций £ (г) = (gt (*),..., £л (%)) со скалярным произве
дением 

" rt — 1 о <*=' 
На соответствующем плотном множестве в &0 определен самосопря
женный оператор А : 

Как показано в § 4 [2], отображение 

U :{—£,•., где $ы1*)-$<1>*(*.Л+*Н1*Ы*г. 
является изометрией t^c на fy0 , при которой оператор А с 
переходит в А о . Обратное отображение осуществляет оператор U* 

оо 

I «*< 

Оператор Pck(Ac)Pc равен U*k(A0)U , т.е. 

pcmc)Pj(», £ ft(w[i У(*л-ф"(*' *'"№'№*) 
для функций А. из широкого класса, включающего описанные выше 
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классы I и 2. Аналогично 

о " F 

SPiPj(Ac)Pc -РШР] = 
(2.П) 

sty srlS(i)l - $>Sr.[S.M] , 

где S няатрицы 5YsJ и Sa(s) определены в (1.24)41.25). 
Доказательство. Для вычисления следа интегрального операто

ра, стоящего в правой части (2.II) воспользуемся замечанием 3 из 
§ I. Тогда из (2.9)-(2.Ю) следует, что 

Sf[fj(AelPc'-H(B)?] -
оо 

Если 5, s' лежат на прямой <г= ̂  , то интегралы 

абсолютно сходятся. Для вычисления первого из этих интегралов 
воспользуемся тождеством: 

= ̂ / - j ; - s'a-s')). ffi(»,s) fP(*t s'J, 

г д е г г 
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- обычный оператор Лапласа. Интегрируя это тождество по области 
f y , получим: 

21 J ^(*,5)]>р(*,*')<**- (2.I2) 

/»-' ' Fy 

Через 2FV обозначим границу области Fy , а через v ^внеш
нюю нормаль к dFy . применяя к интегралу, стоящему в правой час
ти тождества (2.12) формулу Грина, получим: 

J ( ̂ (z,s)A^(i,s') - <f,P(9,s') A fty•*, S))</*<% -
FY (2.13) 

dFy 

где dFy _ мера на ориентированной границе области F ' . Грани
ца области Fr состоит из конечного числа попарно Г -эквива
лентных кусков и из орициклов, по которым отрезаны окрестности 

Пу $.« параболических вершин. Поскольку ifrP(*,s) - Г -
автоморфная функция и преобразования из группы Г конформны, 
то в правую часть равенства (2.13) отличный от нуля вклад дают 
лишь интегралы по орициклам, следовательно, 

l у 

{ (2.14) 

OLJ4 О -fY 

A В правой части тождества (2.14) представим № •(•*,&) в виде 
(1.23), тогда 

Л J f^t,s)^f*,s')Jt * (s<t-s)-s'(t-s'>)' x (2.15) 
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-2- / f t ,sv v/'-s RW^V* 'V*' *V*"K^J X 

*\s'YS''8 +n-s>)Y~ S (4+yfx + <r,s>jl-
l ыв ' oca cc/i' ' y J 

xa ' "ос/3 

(2.15) 

где через i?a„ обозначена производная по ^ от функции г? . 
В сумме в правой части (2.15) можно выделить слагаемое 

и остаток $ ( Y , S > S ' ) » все члены которого пропорциональны 
•&.* или 1?' , и который мы не будем выписывать в явном виде. 

Используя симметричность S -матрицы и тождество (1.27), не
трудно показать, что 

f ( Y , S j , - s ) = o . 
Поскольку 

] \^(*,s)\lh 
FY 

то существует предел правой части равенства (2.15) при s ' - * - i - s , 
и его можно вычислить по правилу Лониталя: 

п 
]Р J ij>nx,s) fp(a,i-s) Uz -

(2.17) 
± _£ 

/ - 2s ds 

При этом 

•>f(Y,h'l\s>mt.,+.l^-&?(Y,',''j\s>.f-s 

-l—±\f,ys,)\, • ~ inUY - (2.18) 
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- SpLS't'-vSrs)} +-7̂ 7-[ У ' " > Ы - Г ^ * ' В ) 
Через V ( Y , s ) обозначим второе слагаемое в правой части 
(2.17). Используя определение (1.22) функций f P ( z , s ) и инте
гральное уравнение (I.I9) для нахождения порядка убывания по У 
производных по у и s ядер интегральных операторов, стоящих 
в правой части (1.22), а тем самым и порядка убывания тех же 
производных от функций я£д , можно показать, что 

V(Y,s)-— о <2-19> 
равномерно на каждом компакте по 5 при сг= -£ . Подробное до
казательство необходимых оценок проведено в дипломной работе 
III]. Далее, 

Y 

J & 
F а 

У 

Используя дифференциальное уравнение 
л ~« -у f ~ s(/-s)y>, 

получим 
У 

Sf(y,s> f(y.s') -fz^ 
я (2.20) 

У 

= (s(<-s)-s'(i-s))-' \ ( f(y,s) f(y ,s') - f(#,s') f"(^y) dp. 
a 

Интегрируя правую часть равенства (2.20) по частям и учитывая 
краевые условия (1.8) для функций f(y,s) , мы найдем, что: 

рм ?Y . S« (2.2I) 

Поскольку функция A^> финитна и 
Й / , А А К 8(2) 

яг у -* с» 

в смысле обобщенных функций, то тождество (2.П) получается из 
равенств (2.17)-(2.21) предельным переходом при У—*• » . Дока-
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зательство закончено. 
Из тождества (2.5) и Лешы 2.2. следует, что для всех финит

ных функций к 
о °° 

-/£/ 

о 
(2.22) 

Положим 

о 

t 
(2.23) 

lli)-l0(t)-la(* 

Тогда 
GO ж 

[k'^yWotz = k(o)-l(o)- J k(%) $'(t)dt -

_ k(o) -T[ 'SpS(i) -SpSu ( i ) ] 

2sr 
Г с' 

Таким образом, 
-. Г о при /I <^-

[ }(t), при Я >j 

Итоги этого параграфа можно подвести в теореме: 
Теорема 2.1. Если к(Х) - элементарная функция, то оператор 

1(А)-Р№)Р* rt($) и 
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Sp[UA)-n(B)P].- Z £<W • . { ^ д / * м 
° (2.24) 

где Я • пробегает все собственные значения оператора Лапласа и 
все ряды и интегралы абсолютно сходятся. 

Замечание. Зависящую от о часть %а) в (2.24) мы смогли 
выделить отдельно, используя явный вид матрицы Sa rs). 

§ 3. Формула следа Сельберга 
инвариант пары точек 

связан с элементарное функцией к(г) интегральными преобразова
ниями Сельберга: 

w 
(3.1) 

Q(e^+e' -г) = f(v); 

к(г) = j в'*" p(v)Jv ; fM = jjf]e '7>r км c/z 

Если функция k(i) удовлетворяет условиям (2.6), то инвариант па
ры точек &(и) существует, непрерывен на полуоси о ^ и < «• и 
удовлетворяет неравенству: 

\кы)\ 4 С(< + и)~*, «>г. (3.2) 
Из оценки (3.2) и признака сходимости ряда по дискретной группе 
([2], п.1.4) следует, что ряд 

К(*,*') = Z *(*>*'Г) <3-3> 
Г* г 
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сходится абсолютно и равномерно по г^ г' из компактной подоблас
ти и, таким образом, функция К7г,г'; непрерывна. Интеграль
ный оператор К , определенный ядром К (%,*') :̂в гильбер
товом пространстве ^ , совпадает с оператором Ь.(А). Дей
ствительно, для любых / , ? * % 

(Ш)/>?) -Ъйф k(z)(R(*)f,f) d* (3.4) 
С где % = s ( i - s ) и контур С охватывает спектр оператора /4 . 

В терминах переменной s в интеграле (3.4) мы будем производить 
интегрирование по прямой Re s = о- > z .Из оценок 

FF 
(3.5) 

FF 
«IR(O-Q(«)LWI»I +~h M~r|-q , 

где С, ,Сг>о и зависят только от <г; / , ^ и ^ , и 

II R(rt -Q(s)l < | «оЫ Q(s) + EII• Ц(E - co(s) Rcaf))"1!! || R(«0-Q(*)lk 
rt (3.6) 

/ |W(S) | \ / | W ( s ) | \ 

r 
4 при достаточно больших |s| , следует, что в (3.4) мы можем соот

ветствующим образом переставить порядок интегрирования и искать 
ядро интегрального оператора к (А) в виде интеграла по прямой 

/?es-o- от ядра резольвенты г(г, г'; s) . Используя оценку 
(1.3) для функции Грина f ( u , s ) , можно показать, что для вну
тренних точек г,?' области F , для которых игг,г';>^><? 
интеграл от ядра резольвенты совпадает с K(_g *'). ^^ _ 

Теперь для вычисления следа оператора к(А) -Рк(В)Р мы 
можем воспользоваться замечанием 3 из параграфа I: 

В соответствии с разбиением (I.I) фундаментальной области 
F , интеграл в правой части (3.7) можно представить в виде суммы 

интегралов по подобластям F^ - J]Y f л '• 
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Компонента К ̂  <*,?'•> получается усреднением функции ^с*,*'; 
по дискретной подгруппе Г* •= $« Г ̂  . Подмвожество эле
ментов уе Гл , для которых У/г = ° » представляет собой груп
пу Г м , состоящую из элементов вида 

• 01 у 
п \ . I , 

Для всех js Г А-Г - о в 

поэтому из неравенства (3.2) и леммы 1.2 12] следует, что вклад в 
К ЛЛ (*,?') от элементов из Г^-Г^,», не превосходит 

С(уу')3+€С( равномерно по z, *' в полосе Па с неко
торой константой С > о и произвольно малым € > о . Следуя 
Сельбергу, мы представим ядро K(z,z') в виде: 

Т Т ' г 

где суммирование в правой части производится по множествам гипер
болических, эллиптических и параболических элементов из группы 
Г . Согласно предыдущему замечанию, правую часть (3.7) можно 

представить в виде: 

Fy T — *-' (3.8) 

F T T 
причем последний интеграл абсолютно сходится. 

Прежде всего мы найдем вклад в формулу следа Сельберга от 
параболических элементов. Из равенства (2.22) следует, что 

trirl lIbr>\f^A*«>l'4*]* -'л^-гв> + (3,9) 

27 
Fy 



;VJ_-яг f Y s f Sa (*••.) - Y '"sr s.(t-«)]+ 
s' 

Далее, через {у]г обозначим класс сопряженных элементов в 
Г с представителем уе Г , а через Г - централизатор 

элемента j e Г .Из инвариантности ядра £.(з, *') следует, что 

Т FY **V U F y f 

? еГ т \Г 

причем суммирование в правой части производится по классам сопря
женных параболических элементов в Г . Выберем в группе Г при
митивные параболические элементы у,,..., у п , соответствую
щие разбиению (I.I) фундаментальной области F , т.е. 

Тогда правую часть (ЗЛО) можно представить в виде: 
п. 

Т. II пар J l(i,nl)A* (l+o) (З.И) 
d' ' l&r V F Tf л 

Рассмотрим часть суммы (3.II), отвечающую параболической вершине 
с номером <* . Не уменьшая общности, можно считать, что #* = е 

Представителей 
Л 

| € | ? h T J e \ r 

можно выбрать таким образом, что 

U, F T = П = { г | ч>о, o a ^ i 
Т«ГТЛГ J " 
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(поскольку П - фундаментальная область группы ГЛоо ) 
Пусть 

F •» F - F r Y Y 
Тогда U e FY /y 

у с Г Ч Г 
представляет собой следующую фигуру: 

Здесь из полосы Л мы вырезали полосу П у и множество Y 

F Y - U e F Y T 
? « Г * ' \ Г 

Через PL^ Fy) обозначим меру Лебега множества Fy , а через 
9 у - прямоугольник П - П у . 

I Поскольку централизаторы всех элементов у о совпадают, то 
множество Fy одно и то же для всех I . Поэтому, вклад 
параболической вершины в сумму (3.II) равен 

J* (3.12) 

fy-Fy 

Заметим далее, что 

йт S « ос 

однако, асимптотика Sy при У , стремящемся к бесконечности, 
равна f(o) U У , т.е. равна вкладу от одной параболической 
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вершины в асимптотику интеграла (3.9) при Y — * °° . Действитель
но, положим 

S - tim (Sy -f(o)in Y). 

Тогда 
у 

V-*oo l=, Q 

(3.13) 

" - ^ 

Докажем, что второе слагаемое равно нулю, В силу неравенства 
(3.2) имеем оценки: 

ич-H^i-i^;^. 
Поскольку для всех z с FY у« « , то 

Следовательно, 

Ho ix ( F ) —•*- о , поэтому 

Итак, нам достаточно вычислить первый из пределов (3.13). 
Рассмотрим абсолютно сходящийся ряд: 
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После 

Я 

замены 

« 2L 
1=1 

У 

0 

переменной 
и •• = f 

4 
У* 

(3.14) 

в каждом из интегралов в (3.14), получим 

Г (3.15) Уг 

у"1 Y* 
В первой сумме правой части равенства (3.15) можно почленно 

перейти к пределу (поскольку соответствующие ряд и интеграл схо
дятся равномерно по V ) при V-»- «. • тогда, учитывая» что 

lim j And Ju ш, у(о) } 

Y* 
y-- ft & 

мы получим: 

&« LlT-4'+i)]\ -#-^-Г?^/ (ЗЛ6) 

где j - постоянная Эйлера. Далее, 
tlm[£ &(< + f) \jlf-du '-f(o)inY]~ 

У* 

i/Y 

ЯТ 

file:///jlf-du


Нетрудно видеть, что первый из пределов в правой части (3.17) ра
вен 

± \ J^L-4(U)c/u, (3.I8) 

тогда как второй предел равен нулю. 
Приведем заимствованные у Куботы [4], вычисления интеграла 

(3.18). 'Из, формул преобразования Сельберга следует, что 

о о и о и 

поскольку в рассматриваемом нами случае функция Qds) дифферен
цируема. Далее, 

f # itu)du .. - i П ^ - Ш ^ durdu 

О и 

я" JJ fiZ-fiFZ пJJ *« /7Г7Г 

00 °° 

utu ~-±l(*Ubr.l7&gsJ«)Q,<«№. 
0 

Как известно, 

) 
о 

поэтому 

= ?ш {'(-<«*+ zb2jQ(*)j~ * J~r^J- (ЗЛ9) 
8 € 
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= -2£nZ-f(o) +£im (<tne-Q(eJ +]^r^) . (3.19) 

Преобразуем последний интеграл в (3.19): 

Q(w) 
vf 

• dbf = 
.и -и. 

00 °° u/z -и/г 
е ' % е '* -tut ашне -е ) , i в Ыг) ducft 

в Л [ \ (е-1ги , *?- £ + ̂  ) к(г) и"А <3'20> 
* ~°° е -€ (здесь S ~ е +е -г ) . 

Продолжая вычисления, разобьём последний интеграл в (3.20) 
на два слагаемых: 

оо оо оо ов -ufl+il) 

S -во $-"> 

Рассмотрим первое слагаемое в (3.21): 

8-> 

= q(u) du 
/

-и 

IT du 

s 
оо ™ 

a(u)du - 2a(o)inS-e + 2Q(O)\ £nu е U du 

Поскольку 

J inu e~uc/u = - r , 
0 
oo -u -uU+it) Г 

\ и ,_«,-" J Г 
3 y;i 
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и $ и € - малые одного порядка, то 
оо оо 

' ?nurQ'(«r)ctw = lim (Ul-QUY * [QljUtlw -
У « . . (3.22) 

Итак, мы показали, что 

о —°° 

из приведенных в ш е вычислений следует, что 

У 

-оо 

о» , 

'il^lf^^-T^I^V^ (3.24) 
-в» а 

Последние два слагаемых в формуле (3.24) получаются.как и в § 2, 
предельным переходом при У-*- оо , 

Кратко укажем, как вычислить второй из интегралов (3.8). 
Представим этот интеграл в виде 

о. т., (3.25) 

..«r FP { RV FR 

Здесь R и Р прооегают полные системы представителей всех 
примитивных эллиптических и гиперболических элементов, соответ
ственно, m = m(R.) - порядок примитивного эллиптического клас
са, а интегрирование производится по фундаментальным областям 
F D и F 0 централизаторов в Г примитивных элементов R и 
Р -

Из формул преобразования Сельберга следует, что 
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i ,0) _ _ J. fife! .„j.FjG^rf,-Uo)~ я-J /17 TJ< e"A_e-** 

'^\1^>1Ю*^ 
- o o О 

Далее, 

поэтому 

^(o) - ~ j ikr) ikwx c/t J 

и вклад единичного элемента в формулу следа Сельберга равен 
^L [ гк(г) tkni d%. (3.26) 
kit J 

Представителей Р и ft примитивных классов гиперболических и 
эллиптических элементов мы можем выбрать в виде: 

ф}) о i 

Jtl/ 

(3.27) 

соответственно. Здесь N ({ Р}) > 1 
перболического класса { Р} г . 

В этом случае F n имеет 
- норма примитивного ги— 

- N({P» - I " i ' • N((P}) I 

и при t* i вклад { P } в формулу следа Сельберга равен 
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Замена переменных 

'x = г cos-9-

приводит последний интеграл к виду 
9 

о 
(3.28) 

^ - '-< - г • • ^ 
+ ̂ iN({P})[ } *( 1 N

 N
P
({rt)T-^j):ii^] 

г 
Положим 

и s п е р ш интеграле в квадратных скобках в (3.28) сделаем замену 
переменной 

г - Я 

V ~ s tn J # > 

а во втором - . 
А 

ТГ = -

После несложных преобразований получим: 

J ( ( ) « % ^ В Д ^ a(MnN(/P])). 

Таким образом, вклад гиперболических элементов в формулу следа 
Сельберга равен 

У V МКГО) « ( / Л И ) . (3.29) 
^.wnf- Ы({Р1)«А - N({rt)"̂  Г V ФЙЭ; 

Далее, преобразованием из группы Q R можно привести к виду 
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I о 

где-Э-=# 
( % cos - ^ , 
1 * пг / 

- < г cos -9-
/ 1 

пг 

Поскольку веряшю полуплоскость 3^ можно представить в ви
де объединения пг экземпляров области FR , то 

Ш ) = $ 4(2,*И()о1* =~-j J U M &'><*« 
И 

оо «в 

-оо О 

После замены переменной 

S + cos-J —*- 2 

последний интеграл приводится к виду: 

-оо О 

В сферических координатах (ч ,«р) 

О О 

оо оо 

О -оо 

(где /=с/уу ) 

••*-к']*1*(*х("*¥)г +("-^)г)^. (3-30) 

Положим теперь в (3.30) 
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ВО ОО 

.wi'-kl* &b& l*f,*('-JIP)'>*'- <3-3» 
Далее, заметим, что 

«о 

| I (ыг* * (-£р) dw = f(t»-<f), (3.32) 
- с е 

и, исходе из этих соображений, положим в (3.32) 

Тогда (3.31) нетрудно привести к виду: 

• д о 

где 

* * 1 e l u-4. aeei^*# 

e _±_ [ _ ± L L _ ***"* «It (3.33) 
о 

Вычисляя последний интеграл при помощи вычетов, мы окончательно 
получим: 

7 "-™ 

Таким образом, вклад от эллиптических элементов в формулу следа 
Сельберга равен 

Т У - 1 Г П ИСО ~ ^Г ^- (3.34) • а 

38 



Итак, наш доказана 
Теорема 3 .1 . (Формула следа Сельберга). 
Пусть К(*) - элементарная функция (2.6). Тогда 

+ ± у у —_Ц__ __? — *„></, 
m-i T -isrrf/n 

m «In (lvrlm\ I J . 

+ y- f M E L ,„.*AW«> (3*35) 

0 - O O 

причем суммирование в левой части производится по всем собствен
ным значениям оператора Лапласа А . Все ряды и интегралы в 
(3.35) абсолютно сходятся. 

Методы, использованные нами при выводе формулы следа Сель
берга, позволяют ввести "регуляризованный" определитель &A

(S) 
оператора А , связанный с дзета-функцией сельберга: 

2 ( о - П П (* - М({Р|Г8"'') . 
мы ограничимся однако рассмотрением "регуляризованного" следа 
резольвенты оператора Лапласа. Как и раньше, пусть *" - достато
чно большое положительное число. Тогда из леммы 2.1 § 2 следует, 
что оператор 

. R e<s)- R<s)-Q(s) -R(*) + Q<«) e 7,(1^). 

при всех неособых S ; с >-̂ - .По определению, "регуляризован
ный" след резольвенты равен 

a™- %s. l ! '^ ;5TNiSsfs«w- (^«s fS(« (з.зб) 

Через га Гг^ /; s) обозначим аналитическое продолжение ядра 
оператора Ra(s) в полосу 9•• о < <з< г . Нетрудно показать, 
что функция &(s) аналитична в неособых точках s , о- > -L 

Теорема 3.2. 
I. Функция Q-(s) не зависит от выбора параметра а и до-
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пускает аналитическое продолжение на всю комплексную $-плоскость. 
2. При & > i D.(s) аналитична в неособых точках „s . 
В окрестности особой точки s , * ^ " ' , a'o> i функцию Д <^ 

можно представить в виде 

^'Ф-Т^ Щ», <3.37) 
где ш - кратность соответствующего собственного значения 

Xe~s0(i-s0) оператора Лапласа, а функция QSe
(s) аналитична 

в окрестности точки s0. • 
В точке •у0 = х O-cs) может иметь полюс не выше второго 

порядка* 
3. Функция ( l i s ) удовлетворяет функциональному уравнению. 

Q (is) - a (s) * —'— Sp -£-' (t-s) (3.38) 

Доказательство. Независимость функции 12 cs) от параметра 
а нетрудно получить, вычисляя при неособых s , <*>.-{ разность 

SpR-fto - Sp Ra(s) при различных а и / . Далее, анали
тическое продолжение 12 (s) в критическую полосу <? •• о < <з*< г 
осуществляется при помощи интегрального представления: 

F0 

rtiaa , и £nft 
U - r 2эе-< 

7Ta 

• + < * s - 0 * S P ' S ' Us-*)* r ~ v * v ; ̂ - ^ 
причем все входящие в (3.39) интегралы сходятся абсолютно и равно
мерно по S на каждом компакте, не содержащем особых точек. 

Результаты п.2 нетрудно получить, используя разложение ядра 
резольвенты г'сг, %',s) в особых точках ((I.2I)). Для ана
литического продолжения О. (s) на всю плоскость выведем функци
ональное уравнение (3.38). Для этого воспользуемся функциональным 
уравнением (1.27) для ядра резольвенты. При Y>a рассмотрим 
функцию 

nut a 
2s-/ 

Fo 

+. nina 
2«w + 

-Zs 

va 

SP 

•nY 

V ^.^..Та^^Щ. 
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Тогда 

О. (s) - im Д у cs) 

и, используя (1.27), можно получить 

ay(s) -aYOs) = ^ 7 f f t w + f y , ' - * ) * -

FY . 

_ldnl + < [ Y'-2sSPS(s> -.Yu-'SFSos>] . 
• Zs-i (Zs-tr l I I J 

Из доказательства леммн 2.3 теперь мы получим, что (3.38) выпол
няется в неособых точках на прямой сг= ± . Теорема доказана. 
Поясним как функция fl(s) связана сгдзета-функцией Сельберга: логарифмическая производная -j~r -~J' (s) совпадает с вкла
дом в £l(s) от гиперболических элементов в представлении ядра 

rt(st,s!';s) в виде суммы ряда по дискретной группе. 
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