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УСПЕХИ ЖАТЕЖАТ\ИЧ ЕС ЕIIX НАУЕ 

КОЦИКЛЫ ГРУППЫ ТОКОВ И КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ 
ПОЛЕЙ ЯНГА-МИЛЛСА 

Л. Д. Ф а д д е е в (Ленинград, СССР) 
Последнее время топологические соображения и конструкции активно 

проникают в квантовую теорию поля. Характерными примерами являются 
топологические заряды солитонов и инстантонов (см., например, обзор [1]) 
и понятие неоднозначного действия магнитного монополя или киральных 
полей (см. [2]). В настоящей работе будет приведен еще один пример вели
чины, имеющей топологическое происхождение и интересной для квантовой 
теории поля. Именно, будет построен 2-коцикл группы токов и предложено 
его приложение для корректного квантования системы безмассовых кираль
ных фермионов, взаимодействующих с полем Янга — Миллса, 

Пусть заданы гладкое компактное многообразие М и компактная группа 
Ли G. Группой токов называют группу С функций g(x) на М со значениями 
в G. Иногда используют обозначения С = GM, или С — П G. Алгебра Ли 

хЕМ 
группы С составлена из функций а(х) на М со значениями в алгебре Ли @ 
группы G. 

В физике группа токов используется двояко. 
1. Набор функций g(x) рассматривается как поле — так называемое 

главное киральное поле. 
2. С действует как группа преобразований на множестве связностей, 

т. е. на полях Янга — Миллса. Именно в этом смысле она будет обсуждать
ся ниже. 

Рассмотрим тривиальное расслоение М X G ->- М и будем задавать 
связности как 1-формы А(х) на М со значениями в @. Группа С действует 
в множестве 91 всех связностей по формуле 

(1) A -+AS =gAg~1 +dgg-\ 
где форма Маурера — Картана dgg'1 есть 1-форма на М со значениями в @. 
Будем считать, что М допускает спиновую структуру, и рассмотрим ком-
плекснозначные сшшорные функции ty(x), i|;*(a;) на М со значениями в про
странстве линейного унитарного представления Г группы G. Группа С дей
ствует в множестве таких функций естественным образом: 

(2) Ф-*1Ш, tf*-H>*r*fe). 
С физической точки зрения г|э и А задают поле материи, обладающее заря

дами, порожденными группой G, и поле Янга — Миллса, переносящее взаи
модействие этих зарядов [3]. Можно различить два действия группы С, 
имеющие непосредственный физический смысл: 

1. Кинематическое действие; dim М = 4. Поля if), г|;* и А заданы на всем 
пространстве-времени и служат объектами вариационного принципа или 
континуального интеграла. 
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2. Гамильтоново действие; dim M = 3. Именно этот случай рассматри
вается в дальнейшем. Поля А и я|), <ф* играют роль начальных условий для 
уравнений движения. Соответствующее фазовое пространство содержит еще 
поле П, канонически сопряженное «координате» А. Это поле представляет 
собой 2-форму, принимающую значение в @; группа С действует на П одно
родно: 

(3) П ->gUg-\ 

Инфинитезимально действие (1), (2) и (3) производится набором величин 

(4) G (а) = \ (tr aDU + q*T (a) yp d\x), 
м 

где а — элемент алгебры Ли группы С, tr означает форму Киллинга, D — 
ковариантный дифференциал и d\i — 3-форма объема, согласованная со спи
новой структурой. Имеют место «коммутационные» соотношения 

(5) {G(a), G ( p ) } = G ( [ a , pi). 

Они немедленно следуют из фундаментальных скобок Пуассона 

(6) {ГА (Х), Ч*вь (у)} = i8ab8AB8(х-у), 

(7) { 4 W , W?h(y)} = ba%]k8(x-y), 
которые мы записали, введя явно все индексы: Л, В — спинорные, £, /, к — 
координатные и а, Ъ — групповые. Антисимметричный тензор &tjk согласо
ван со спиновой структурой. Невыписанные скобки Пуассона тривиальны. 

При квантовании величины я|), г[)*, А, П становятся операторами, реали
зующими коммутационные соотношения, которые получаются из (6), (7) 
формальной заменой скобок Пуассона на коммутаторы для полей Янга — 
Миллса и антикоммутаторы для спиноров. При этом в величинах типа (4) 
следует «упорядочить» операторные множители. 

Опыт, накопленный на многочисленных примерах, показывает, что 
соотношения типа (5) при этом иногда модифицируются; в правой части может 
появиться инфинитезимальный 2-коцикл 6(a, Р), который может иметь ска
лярные или операторные значения. Другими словами, в квантовой теории 
может реализоваться расширение алгебры Ли, которая гамильтоновым обра
зом действовала в соответствующей классической теории. 

Основной результат доклада можно сформулировать следующим обра
зом: алгебра Ли группы токов на сфере S3 имеет 2-коцикл со значениями 
в коммутативной группе функционалов от А: 

(8) Q(A; a, Р) = J trA(da d$ + d$ da), 

где для определенности 1-формы A, da, d$ берутся в присоединенном пред
ставлении. 

Таким образом, имеется потенциальная возможность, что в квантовой 
теории коммутационные соотношения для величин G(a) при их надлежащем 
операторном упорядочении будут выглядеть следующим образом: 

(9) ± [G (a), G ф)] = G ([а, р]) + 0 (А; а, Р), 

или, при явном введении индексов, 

(Ю) -£-[Ga(z), Gb(y)] = fabcG^x)6(x-y)+dab%jkdiA
c
jdk6(x-y)% 

где fabc — структурные постоянные группы G и dabc = tr ta(tbtc + tctb), 
ta — генераторы алгебры @. 
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Поиски такого упорядочения ведутся в настоящее время. Если оно 
будет найдено, то возникнет новый подход к квантованию теории киральных 
фермионов, взаимодействующих с полем Янга — Миллса, которая по настоя
щее время считается несамосогласованной вследствие так называемых 
«аномалий» [4]. 

Процедура построения коцикла 9 и его группового аналога, основанная 
на процедуре спуска, описана в моей работе [5] и не будет здесь обсуждаться 
{см. также [6]). Более общий подход и обсуждение топологических препят
ствий к построению групповых коциклов содержится в работе [7]. Матема
тическим источником этих работ являются работы С. Черна [8], Р. Ботта [9] 
и И. М. Гельфанда с сотрудниками [10], посвященные разностным комплек
сам и вторичным характеристическим классам. Непосредственным стимулом 
для моей работы послужили работы Б. Зумино [11] и Р. Стора [12], по
священные дифференциально-геометрическому подходу к проблеме ано
малий. 

В заключение опишем гипотетическую картину, которая должна быть 
реализована при корректном квантовании формулы (4) и соотношений (9). 
Напомним, что при построении реализации (анти)перестановочных соотно
шений, соответствующих скобкам Пуассона (6) в пространстве Фока, основ
ную роль играет разложение гильбертова пространства Н функций i|), i|)* 
(одночастичного пространства) в прямую сумму Н = Н+ 0 # _ , соответ
ствующую выбору частиц и античастиц. Для свободных фермионов это раз
ложение соответствует собственным подпространствам оператора Дирака 
с положительными и отрицательными собственными значениями. В присут
ствии поля Янга — Миллса это разложение естественно делать аналогичным 
образом по отношению к оператору Дирака, включающему это поле. Про
странство Фока при этом станет явно зависеть от А. В результате возникнет 
расслоенное пространство Р , базой которого является множество 91 всех 
полей Янга — Миллса, а слоем — пространство Фока Ф для фермионов. 
Сечения этого расслоения играют роль волновых функций расширенной 
квантовой теории и образуют пространство состояний К. Операторы G(a) 
задают в Р связность, определенную только вдоль орбит действия группы С 
на поля А. Коцикл 0 определяет кривизну этой связности. Унитарное пред
ставление расширенной группы С, определяемое операторами G(a), действует 
в К очень приводимо. Если надеяться, что, подобно группе Гейзенберга, эта 
группа имеет лишь одно неприводимое представление F, то К представ
ляется в виде 

К = V ® К0. 

Пространство К0 в этом случае будет играть роль физического пространства 
состояний. 

Программа реализации этой картины представляется реальной, но тре
бует времени. 

В период после того, как настоящий доклад был сделан, появилось 
много публикаций по затронутой в нем теме. Препринты Б. Зумино [13] 
и Р. Джакива [14], [15] содержат более подробное, чем в работе автора [5], 
изложение элементарной когомологической теории коциклов и их интерпре
тации. Работы Сонга [16] и Го и др. [17] близки работе [7], содержат анало
гичную процедуру построения вторичных классов Черна и устанавливают 
их связь с групповыми коциклами. В препринте М. Кобаяши и А. Сугамото 
118] скептически оценивается возможность реализации описанной выше 
физической программы. Однако исходным пунктом этой работы является 
диаграммная техника, которая основана на обычном квантовании без ко
цикла. Наконец, совсем недавний препринт Г. Сигала [19] содержит тополо
гическую реализацию нашей программы. В нем имее ся также 
ссылка на неопубликованную работу И. Зингера и И. Френкеля, в которой 
дается другой подход к этой задаче. 
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