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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А 
Том 40, № 2 
август, 1979 

КВАНТОВЫЙ МЕТОД ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ. I 

Е. К. Склянин, Л. А. Тахтаджян, Л. Д. Фаддеев 

Предлагается квантовомехаиический вариант метода обратной задачи. Для 
жвантовой модели синус-Гордон получены точное решение и квантовые аналоги 
переменных действие — угол. Обсуждается связь предлагаемого метода с , подста­
новкой Бете, а также проблемы перенормировки. 

• ВВЕДЕНИЕ 

Метод обратной задачи для решения нелинейных эволюционных урав­
нений был введен в классической работе К. Гарднера, Т. Грина, М. Крус-
кала и Р. Миуры [1]. С тех пор с его помощью была доказана полная ин­
тегрируемость большого класса классических гамильтоновых систем как 
«с конечным, так и с бесконечным числом степеней свободы. В последнем 
случае они задаются уравнениями в частных производных в двумерном 
пространстве-времени, и полная интегрируемость означает, что метод об­
ратной задачи доставляет каноническое преобразование к переменным 
типа действие — угол, в которых гамильтоновы уравнения становятся ли­
нейными (см. оригинальные статьи [2, 3] и обзоры о дальнейшем разви­
тии метода в [4, 5]). В настоящей статье мы дадим формулировку метода 
обратной задачи для квантовомеханических моделей теории поля, полу­
чающихся при квантовании этих вполне интегрируемых классических си­
стем. Основной иллюстрацией для нас будет система (sin ф)2 с уравнени-" 
«ем движения 

(1) Ф«—фЖх + —-sin'P<p=0, - -• , 

которое получило жаргонное название «уравнение синус-Гордон», Эта си­
стема была исследована методом обратной задачи в [3,6, 7] и прокванто- ч 
вана в квазиклассическом приближении в [8,9]. Мы надеемся, что на 
этом примере читатель сам убедится, что наш квантовый метод имеет ту 
же общность, что и его классический вариант. 

Напомним основные черты классического метода обратной задачи на 
избранном нами примере. Уравнение (1) появляется как условие исчезно­
вения кривизны для связности 

д / 1 ди и у и \ 
<2) V„='—'+М-7~8^-г-—a3+8^vsm—- Gi+^cos—-a2 1, 

дху, \ 4 ох,, 2 I I 
тде ji, v=0, 1; е^=—ет, e0 i=l; oh j=l, 2, 3 — матрицы Паули, к^ — вектор 
:на массовой поверхности k0

2—ki
z=m2/4:1 играющий роль спектрального 
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параметра, и &=Рф, ^= 1 /8р2 . Константа связи ^ в дальнейшие формулы 
входит проще, чем р. Она отличается в 8 раз от константы у, которую мы 
употребляли в [3,8]. Вектор (к0, кх) удобно параметризовать при помощи 

т / 1 \ т ( 1 \ 
переменной Я, 0<Я<°°: к0 = — (Я + — ) , • &! =—-I — — Я) . 

4 Л Я I • 4 \ Я I 
: Л " •' '. . < 9 

Начальные данные фОг)=ф(#, t)\t=0l фо(х) = — ф(#, i) \t=0 играют 
• • •' ; d t 

роль обобщенных координат и импульсов со скобкой Пуассона 
{*Ро(я),.ц>(у)}=8(х—у), которая в терминах и переписывается следующим 
образом: {щ{х), и(у)}=^8^8(х—у). 

Оператор Z=V 1 определяет нелинейное каноническое преобразование 
переменных (щ щ) в переменные типа действие — угол, которые являют­
ся данными рассеяния для вспомогательной спектральной задачи 

(3) 
/ д / 1 и и \\ 

XW= ( — + i ( —^oa3+Aosin —Oi+Tcicos — a2 } J x¥==0. 
\dx \ 4 2 2 / / 

Пусть W — фундаментальное решение этой системы, удовлетворяющее 
условию W (-Ц Я) —/.Матрицей монодромии на интервале (—L, L) назы­
вается значение решения W при x=L: TL(Xjr=W (L, Я). 

Если и и щ исчезают при |ж]-г><», то существует предел 

(4) Г ( Я ) ^ 1 и п ^ ( £ Д ) Т ь < Х ) ^ 

где ' х[ • ' • • • ' 

<?Г Ог,Я)=ехр{—ikiXGz} ( . .) 

— фундаментальное решение уравнения ХоЧ̂ —О, где Х0 получается из X 
при и=и0=0. Матрица перехода Т (Я) имеет вид 

определяя коэффициенты перехода а (Я) и 6 (Я), которые и дают искомые 
переменные типа действие — угол. Более точно переменными типа дейст­
вие — угол являются функционалы Ъ (Я) и Ъ(Я) от начальных данных w;, щ; 
функционал а (Я) играет роль производящей функции для коммутирую­
щих интегралов движения. 

Поясним сказанное, приведя выражения для их скобок Пуассона, ко­
торые легко получить из результатов, полученных в [3]: 

(5) {а(Я),а(^)}=0, 
2чЯц 

(6) Ла(Ь),Ъ№)=а&)ЬМ^г.. . 
Я — J L I 

В соотношении (6) мы считаем, что 1тЯ>0, поскольку а (Я) допускает 
аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость переменной Я. При 
Im Я=0 его следует понимать в смысле теории обобщенных функций. 
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Локальные интегралы движения получаются дз асимптотических раз­
ложений In а(К) при \Х\'->-«> и при А,-^0: 

оо 

<7) 1пд(Я)= у1
|спЯ"япри Ш->°°, 

оо 

(8) lna(X)= V c - Д " при А^О. 
гг=0 

В частности, энергия и импульс имеют вид 

' • . • " • • ^ Т 

im ^ 
<Ю) Р' T-Cc-i+Ct). 
Из приведенных формул просто следуют уравнения движения, записан­
ные через 6 (Я). Действительно, переписав (6) в виде 

(И) { 1 п а а ) , М [ х ) } = М | х ) - ^ 4 , 

убеждаемся, что уравнения движения для Ъ (\х) 

—Mii,t)'={iM&'t)}-
at 

становятся линейными, если гамильтониан / является произвольной ли­
лейной комбинацией коэффициентов сп: 

оо , ^ 

П=—оо 

В самом деле, для таких / из (11) получаем, что 

{/, Ь (\х)} = } х апСп (\х)Ь(\х), 
П = — оо 

тде коэффициенты cn(\i) получаются при разложении функции 2^Х\х/ 
/(Х2—\х?) по степеням А, аналогично (7) —(8). В частности, для гамильто­
ниана h имеем 

{h,b(}x)}=-~^+— )b(lx). 

Закончим на этом обсуждение основных формул метода обратной за­
дачи. Мы не затрагивали вопроса о характеристиках дискретного спектра 
задачи (3), которые также входят в набор переменных действие— угол 
и соответствуют солитонам и двойным солитонам. Подробности можно 
найти в цитированных выше работах. 

Обсудим теперь в самом общем виде полученные нами обобщения при-
ъеденных формул на квантовый случай. Будем считать, что и0(х) и и(х) 
являются операторами поля с каноническими перестановочными соотно­
шениями 

[и(х), и (у) ]=0, .[щ(х)\ и0(у)]=О, 
[и(х),и0(у)]=8ф8(х-у). 
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Здесь h — постоянная Планка, которую всюду в дальнейшем мы полагаем 
равной 1, так что кьазиклассическому приближению соответствует \-+0. 

В настоящей работе нам удалось построить квантовые аналоги А (X) 
и В (X) коэффициентов перехода а (X) и Ь(Х), т. е. корректно поставить 
ж решить вспомогательную задачу (3), считая коэффициенты и(х) и 
и0(х) опер>аторами, и найти правильный аналог предельного перехода, (4) 
при L-^oo. Ясно, что основная трудность, которую при этом пришлось 
преодолевать, связана с упорядочением операторов. 

Квантовые аналоги соотношений (5) —(6) выглядят следующим об­
разом; 

<12) ' • [ Л ( Я ) , Л ( | г ) 1 = 0 | : 

<13) A(X)B(\i)=a(X, ]i)B(ix)A(X), 

хде 
т ' ": ' п- " 

sh(a—В)— ism-— / 
2 JCY 

а(Я,.'(х).=-.— — - — - — — , V== -, a=InA,, ^= ln \i. 
sh(a—p)+zsin—-

При Y ^ - 0 соотношение (13) переходит в (6). Действительно, при -у-*• О 

а(Я, |х)=1—£y/sh ( a - p ) + 0 ( f ) , \ 

л остается вспомнить принцип соответствия, согласно которому при Н-^0 

Подобно тому, как в классическом случае соотношение (6) позволило 
решить уравнения движения, соотношение (13) позволяет в квантовом 
.случае явно найти спектр оператора энергии. Мы покажем, что существу-
е̂т состояние Q (вакуум), для которого 

<(14) A(X)Q=Q 
згри всех X. Из соотношений (13) и (14). следует, что Ф (Хи . . . Д п ) = 

= I I B(Xi)Q является собственным вектором всех операторов А (Я) с 

^собственным значением 

<15) а(Х\Хи...Лп)=^\_а^М-

Соответствующий спектр операторовIn А (к) аддитивен. В качестве га­
мильтониана мы возьмем оператор Я, получающийся из In А (X) по фор­
муле, обобщающей (9). Пусть 

оо , 

<16) In А (К) =VcnK-n при |Я|->«\ 

<17) lnA(K)- У^С-пКп при Я-*0. 
• ' 71 = 0 
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Тогда 

(18) я=—^—(С^-А) . ' 
8sin — 

•• . 2 

Здесь следует отметить, что при нашем подходе отпадает необходи­
мость в перенормировке массы. Подробнее этот вопрос будет освещен 
в основном тексте. 

Возвращаясь к определению Я* по формуле (18), укажем, что этот га­
мильтониан отвечает определенному упорядочению классического гамиль­
тониана 

1 7 I 1 1 \ 
h(uyu0) = — J I— -Щ2+ — их

2+т2 (i—cos и) jdx, } 
— ° ° . ' .• 

• J - • . - - • ' . . • • . - - . ' 

которое мы пока не смогли явно описать в терминах исходных полей и 
и щ. Мы собираемся вернуться к этой задаче в дальнейшем, особенно 
в связи с тем, что она может пролить свет на связь проблемы перенорми­
ровок и операторного упорядочения. 

Спектр введенного гамильтониана имеет вид 

(19) Е(Хи.,.,Хп)=^Е(%1), 

где Е(к) =тсЪ.а — энергия частицы с массой т и импульсом т shoe. 
Соотношение (13) было впервые предложено в [10], где оно было дано 

как обобщение соответствующей формулы для нелинейного уравнения 
Шредингера, полученной одним из авторов в [ И ] . Там же показано, как 
оно приводит к богатому спектру связанных состояний, известному для 
системы синус-Гордон [8,9]. Мы обсудим вопрос об этом дискретном 
спектре и о состояниях, отвечающих солитонам, в основном тексте. 

Построение операторов Л (к), В (к) и вывод их свойств, данные в на­
стоящей работе, состоят из следующих этапов. 

1. Построение квантовой матрицы монодромии TL(k). Мы здесь опре­
деляем решение уравнения XW=0, переходя на одномерную решетку 
с инфинитезимальным шагом б. При этом матрица TL(k) есть произведе­
ние матриц перехода Ьп (X) между соседними узлами с номерами п и п+1 
и является матрицей 2X2 во вспомогательном пространстве, матричные 
элементы которой представляют собой операторы, в гильбертовом прост­
ранстве нашей задачи. Матрица Гь (Я) имеет вид 

т пу-l А М в^)\ 

При построении подходящей матрицы Ьп (к) мы будем использовать прин­
цип соответствия, отправляясь от оператора X. 

2. Нахождение совместного спектра семейства коммутирующих опе­
раторов AL(k)+AL*(k) — следа матрицы монодромии TL(k). При конечных 
L мы сможем описать перестановочные соотношения между элементами 
матрицы TL(k) и найти один собственный вектор Q0 (ложный вакуум) 
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для ее следа. После этого мы покажем, что все собственные векторы опе-
п 

раторов AL(K)-\-AL*Ck) можно записать в виде В I BL(h)Q0, где допусти-

мые Xi удовлетворяют некоторой системе трансцендентных уравнений. Эта 
процедура фактически является алгебраизацией известного анзатца Бете 
[12, 13]. Физический вакуум Q и частице-подобные возбуждения получа­
ются при определенном «заполнении» ложного вакуума Q0. Отметим, что 
формулы Бете в координатном представлении уже появлялись в работе 
114], где обсуждалась дуальная нашей модель Тирринга. 

3. Осуществление предельного перехода L->°°? 6-^0 в окончательных 
'формулах. Мы не смогли найти простую интерпретацию этого перехода 
в терминах граничных условий на операторы поля. Эти условия должны 
иметь квазиклассический характер, и их определение представляет важ­
ную задачу для понимания структуры физического вакуума. 

Во второй части этой работы мы обсудим проблемы нормировки полу­
ченных собственных функций, построения in- и out-собственных функций 
и ^-матриц. Эти ^-матрицы уже были построены В. Е. Корепиным [15] 
Б рамках подхода работы [14] и совпадают с известными ^-матрицами 
А. Б. Замолодчикова [16]. 

Авторы выражают благодарность В. Е. Корешшу и П. П. Кулишу за 
многочисленные обсуждения. 

1. МАТРИЦА МОНОДРОМИИ 

Рассмотрим уравнение 

«1.1) X¥=(4-+#W=0, 
\ ах 1 

.где 
1 mi 1 \ и , т ( 1 \ и 

(1.2) ^ = T t l 0 a 3 + T ^ + - ) s m T - a 1 + T ^ - T ) c o s T - o 2 

ж коэффициенты и0 и и считаются операторами, которые подчиняются пе­
рестановочным соотношениям 

,(1.3) [и(х),и(у)]=0, [и0(х),и0(у)]=0, 

[и(х), щ(у)] =8i^8(х-у),. 

^Формальное решение уравнения (1.1) имеет вид 

У 

тде символ Р означает подходящее упорядочение. 
Мы еще не умеем непосредственно работать с этой формулой и поэто­

му вводим одномерную решетку с инфинитезимальыым шагом б и узлами 
лп- ^n=—L+nb, n=Q, 1, . . . , N; N=2L/&. Матрицу перехода из узла с но­
мером п в узел с номером п+1 обозначим через Ln. Ее матричные элемен-
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ты выражаются через операторы 

(1.4) vn=d exp j — I ш1г1, рп=— u0dx, 

которые удовлетворяют перестановочным соотношениям 

(1.5) [Vn,."Vm]=Q, [рп, /?т]=0, [рп, Vm]=4Vm6nm. 

Сглаживание в показателе экспоненты в выражении (1.4) для vn не обя­
зательно и введено для более высокой математической культуры. 

Наивное выражение для Ln имеет вид 
хп+Ъ 

(1.6) Ln=I—i J Q(z)dz=I—ipna3— 

Следуя традиции, сложившейся при переходе от непрерывной теории к тео­
рии на решетке, мы сделаем замену 1—ipn-+e~iPn—un. В результате мы по­
лучим искомое выражение для Ln, которое сразу запишем в виде матрицы 
2X2: 

(1.7) Ln(x)=\ r ; • ' • ' • 
• ' Г — 'Vn

m—киЛ lln m 
T 

Здесь операторы ^п и vn удовлетворяют вейлевским перестановочным со­
отношениям у 
\л..о) Vnum UmVn, UnUm Mmllni Vn Vm

z==kVrnVn i Un Um
===llmUn , 

unvm=vmun, unvm*=vm*un при т=^п, 
LbnUn 6> i/nUn) LlnUn -С l?n Lt/rf 

Очевидно, что матричные элементы матрицы Ln удовлетворяют усло­
виям 

(1.9) Lnji1=Lri)22, Ln}i2(X) =—Lni2l (Я), 
где допускаются и комплексные значения Я/ Соотношения (1.9) можно 
переписать в виде 

(1.10) Ln(X)=o2Ln(l)G2. 

Здесь Ln означает матрицу с элементами Ln> jk=L*nJk, /, #=1 , 2. 
Ф Теперь мы определим матрицу монодромии Ть(Я) как произведение 
всех локальных операторов перехода Ьп(%) в порядке следования узлов 

>̂> -
(1.11) TL {%) =XJV_1(X)... Ln{%). .. L0(K)=J[ Ln(V). 

П 

Она также удовлетворяет соотношению 

(1.12) гь(Я)-а2Гь(Я)о2. 

Действительно, вследствие того что операторные коэффициенты матриц 
Ln коммутируют при разных /г, мы имеем Ln+1Ln=Ln+1Ln, после чего свой-
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ство (1.12) немедленно следует из локального свойства (1.10). Таким об­
разом, матрица монодромии TL(X) как матрица 2X2 имеет вид 

/AL(X) BL(X)\ 
L{)~\CL(X) DL(X)J ' 

где 

(1.13) DL(X)=AL*(l), CL(X)=-BL*(1). 

Наша задача состоит в исследовании свойств операторов AL(X) и ВЬ{Х). 
Для сокращения записи в дальнейшем будем опускать индекс L в этих 
обозначениях там, где это не приведет к недоразумениям. 

Мы начнем с того, что установим простые перестановочные соотноше­
ния для операторов А (Я), В(Х), С (Я), D(X) при разных Я. Затем мы пока­
жем, что существует такое не зависящее от Я состояние Q.ff (ложный ваку­
ум), что 

(1.14) Cb(X)Q0=0, AL(X)Qo=exv{a(X)L}Qo, 
DL(X)QQ=exp {d(X)L}Q0 

с некоторыми показателями а(X) и d(Я), причем 
(1.15) й (Я)=^Щ. 

Для компактной записи коммутационных соотношений удобно ввести 
матрицу 4X4 T(X,)®24fx) — тензорное (кронекеровское) произведение 
матриц Г (Я) и T'(\i). Для двух произвольных матриц М и iV матрица M®N 
представляется в виде 

. /М п /У п . MuNn M12N1± М12Л/12\ .. 
:'• \MVLN2l МцЛГа2- M12N21 M12N22\ -

M®N= Г M217Vri M21N12 M22NX1 . M22N12\ -
\ M 2 1 W 2 1 M2i/v22 M 2 2W 2 1 . M22N22J: ,;;^ -

и тем самым содержит всевозможные произведения матричных элементов 
матриц М ж N. 

Мы покажем, что существует числовая матрица 4X4 R(X, |x) такая, 
что . 

(1.16) R(X,li){T(%)®T(ii)) = (T(ix)®T(X))R(l,ii). 

Это свойство следует из аналогичного локального свойства матриц £П(Я): 

(1.17) Д(Я, ^ ) (L n .M^ , 

которое чуть позже мы проверим непосредственно. Действительно, для 
числовых матриц имеет место равенство 

п п п , • -

которое справедливо и в нашем случае, потому что, как уже отмечалось 
выше, операторные коэффициенты матриц Ln коммутируют при разных п. 
Тем самым из подобия тензорных произведений инфинитезимальных мат­
риц перехода (1.17) следует подобие таких же произведений матриц мо­
нодромии (1.16). 
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Приведенное рассуждение взято нами из знаменитой работы Р. Бак-
стера [17], который использовал его только для доказательства коммута­
тивности следа матрицы монодромии для рассматриваемой им спиновой: 
модели. Для наших рассуждений использование (1.16) в полном объеме 
играет важнейшую роль. Можно сказать, что это соотношение вместе с 
(1.14) составляет основу для доказательства полной интегрируемости на­
шей модели. С их помощью мы находим не только коммутирующие инте­
гралы («переменные типа действие»), но также и собственные векторы: 
оператора энергии («переменные типа угол»). 

Переходим к вычислению матрицы R. Исследование соотношения: 
(1.17) показывает, что ее достаточно искать в виде 

'1 0 0 ON 
0 Ъ с 0 

R = I 0 с Ъ 0 
чо о о 1-

где Ъ и с — неизвестные коэффициенты. Для их определения выпишем^ 
элемент 1-й строки и 2-го столбца соотношения (1.17), опуская индекс п: 

uluif— — v\ =Ь(Х,|х)гг( Xv*— —-v) +с(Я, \х) I [iv* ~v\ и. 

Приравнивая коэффициенты при операторах uv, uv* и используя переста­
новочные соотношения (1.8), получаем систему уравнений для определе­
ния б и с 

решени 

(1.18) 

1 1 1 
|и=Я&+е~гтис, — = —- Ь+еч — с, 

е которой имеет вид 

, ч ism у .. '.-•-• sh(a—В) 
sh(a— p+iY) sn(a— P+if) 

где использованы переменные a = l n %, р=1п \х. 
Дальнейший анализ системы (1.17) показывает, что ее элементы 13г. 

21, 24, 34, 42 и 43 удовлетворяются тождественно при нашем выборе Ъ и с. 
Для элементов 11, 14, 41, 44, 22 и 33 равенство справедливо по тривиаль­
ным причинам. Для элементов 23 й 32 соотношение (1.17) выполняется с 
точностью до членов порядка б2 по сравнению с членами порядка 1, что 
вполне удовлетворительно, так как в дальнейшем мы перейдем к пределу 
6-^0. Будем, таким образом, считать соотношение (1.16) доказанным с точ­
ностью, необходимой для этого предельного перехода. 

Структура матрицы R и явный вид коэффициентов Ъ и с совпадают с 
аналогичными характеристиками XXZ спиновой модели, что соответствует 
анализу А. Лютера [18], который исследовал предельный переход к модели* 
Тирринга, отправляясь от работ Р. Бакстера [17] и Дж. Джонсона и др. 
[19]. Более подробное обсуждение связи нашей работы с цитированными 
работами по магнетикам будет приведено во второй части этой работы. 

Подчеркнем еще раз, что вывод перестановочных соотношений (1.16) 
основан на локальных рассуждениях для инфинитезимальных матриц 

202 



перехода. Переход от (1.17) к (1.16) основан на коммутативности коэф­
фициентов операторов Ьп при разных п («ультралокальность»), которая 
связана с тем, что классический оператор X не содержал производных от 
канонических переменных и и щ. 

Перейдем теперь к выводу соотношений (1.14). Мы опять будем поль­
зоваться локальными соображениями. 

Соотношение (1.14) просто следует из аналогичного свойства локаль­
ных матриц перехода Т$ Ш : 

(1.19) :'СЦ\ ШГ =0, АЦГ Ш^ =а/(Я)йГ) , 

где Т$ есть локальная матрица перехода на I шагов 

(1.20). Г ^ М ^ 
Действительно, определяя состояние Q0 как тензорное произведение «ло­
кальных в аку умов» 

(1.21) Q 0 = ^ ^ - ^ / / . ® Q n ° ®...®Оо°, 
мы придем на основании хорошо известных свойств умножения треуголь­
ных матриц к соотношению (1.14). 

Отметим, что для самого оператора • Ln соотношение (1.19) не имеет 

места, поскольку у уравнения Г— Vn*—Xvn ) й = 0 нет нетривиального ре­
шения, не зависящего от Я. Однако соотношение (1.19) удовлетворяется 
при 1=2. Имеем 

(1.22) (Z/n+1Ln)21=—• | Г — v2 —XvzyUi+Uz^l — v^—KvA}, 

где для краткости мы обозначили Vi=vn, v2=vn+i1 iii=^un, Uz^iin+i- Будем 
считать, что для операторов v$, uh / = 1 , 2, имеет место обычная шрединге-
ровская реализация 

V'if{qu ?2)=^6^/(g t ,g2), Uif(quq2)=f(qi-^q2)r 

В уравнении 
(1.23) (Ln+iLny1{Q==0r\ 
собирая отдельно члены при X и 1/Я, мы получим систему 

' е*Ч{Яч g2-bT)4-e^/(g1—T, д 2 ) -0 , 
- > % / ( ^ ^ 

которая, очевидно, имеет решение /(?i, g2)==6(g1—да+'у—я). 
К сожалению, это состояние является собственным для диагональных 

элементов матрицы Ln44Ln только в первом не исчезающем при 6-^0 
порядке. Действительно, имеем, например, 

J712, / 1 \ 
(1.24) ;(Ln+lLn)M^u2uli+ — \v2vi±v2*v1*—X2v2*v1~-—v2vi*) 

16 V X2 I 
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Последнее слагаемое в (1.25) показывает, что / не является собственным 
вектором оператора (Ln+iLn) и. Конечно, на первый взгляд, это слагаемое 
есть О (б2) по сравнению с первым и его можно отбросить. Но тогда одно­
временно нам следует отбросить и члены порядка О (б2) в первом слагае­
мом (1.25), и оно превратилось бы в 1. Это не удовлетворительно, потому 
что, как будет видно из дальнейшего, мы не сможем получить содержате­
льной теории, если показатели а(X) жй{%) в соотношении (1.14) исчезают. 
Поэтому мы будем считать, что члены порядка б2 существенны в диаго­
нальных элементах оператора Ln+iLn и что определение локального ваку­
ума нуждается в уточнении. Мы будем считать, что решение уравнения 
(1.23) можно выбирать с точностью до членов О (б2) и возьмем его в виде 
f(<ln ^2)=(l+62g(gt, qz))f(qu'ft). Функция g(qu q2) однозначно подби­
рается из того условия, что f является собственным вектором оператора 
(Ln+iLn)u, когда члены порядка б2 в (1.25) учитываются точно. Они име­
ет вид 

772,2 , ei{qi+q2) g-*(Si+g2)\ 

Собственное значение оператора (Ln+iLn)'и совпадает с первым слагаемым' 
в (1.25), так что 

(1.26) (Ln+lLn)lJ=^l+~I^e-T+A^T^/-

п аналогично 

(1.27) (Ьп+11^2^=(^+Щ^(уе^+фе^))г. 

Заметим, что вместо модификации локального вакуума мы могли бы 
изменить диагональные элементы в матрице Ln, выбрав их в виде 

Епл1 = ип ( 1 + — - — — (Vn
2+Vn*2) ) , 

\ 32 cos j I 

Г„,22=Юп*(1+Т^ {Vn+Vn2)\ ... 
\ ozcos у / 

При этом старый локальный вакуум / станет собственным вектором для 
операторов (Еп+1Еп)и ж (Ln+lEn)22 с точностью 0(64), а собственные зна­
чения будут по-прежнему даваться формулами (1.26) — (1.27). Мы не бу­
дем здесь приводить соответствующих элементарных вычислений. Скажем 
только, что для модифицированной матрицы Ln соотношение (1.17) выпол­
няется с нужной точностью, причем для элементов 23 и 32 оно теперь 
удовлетворяется с точностью О (б4). 

Перемножая собственные значения, отвечающие локальным вакуумам, 
получаем, что состояние Qo, определенное формулой (1.21), где 7=2 и 
Q^ ==f(q2n, дгп+i), является собственным для операторов AL(А)) й DL(K) 
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с собственными значениями 

(1.28) ( 1 + ~ i 6 " ( r e _ n + ^ e i T ) ) « е х Р{ — c h ( 2 a - J " f ) L | 

( 772, о 1l 

- — c h ( 2 a + i T ) L l , соответственно. Здесь мы опять использовали уже введенную переменную 
ос вместо X. Формулы (1.28) — (1.29) осмысленны, если произведение 
n:2§L=mlLi конечно при 6->0. В дальнейшем мы будем считать Ьс+ж. 
Более подробно этот вопрос мы обсудим ниже. 

Подведем итоги этого раздела. Мы ввели инфинитезимальный оператор 
ггерехода Ln (X) вида 

Ln(X)=l l 

\ — ( — Vn-XVn \ U4* 

и построили матрицу монодромии TL(k) по формуле (1.11). Для оператор­
ных матричных элементов А (А,), В(Х), С {К), D(%), удовлетворяющих усло­
вию (1.13) A*(%)=D(lj, В*(Х)=—С(1), справедливы перестановочные 
соотношения, которые в краткой записи содержатся в формуле (1.16). 
Выпишем явно основные из них 

(1.30) [А(Х),АШ=0, , [Ва),.ВЫ]=0,.: 

В(ц)П(1)^Ь(Х,11)В(Х)0(ц)+с(к,]1)0(к)В(1х), 
c(X,ix)[C(X),B(li)]=b(K,ii)(A(li)D(K)-A(k)D(ii)), 
с(к, \i)[D(k), A(ix)]=b(X, ii) (B(n)C(k)-B(k)C(ii)). 

Остальные соотношения в (1.16), в частности, 

(1.31) •[A(X)+D(k),A(\x)+D(\i)]=0 

суть следствия выписанных и формул (1.13) (разумеется, соотношение 
(1.31) непосредственно следует из (1.16)). Мы построили также в гиль­
бертовом пространстве нашей обрезанной модели, которое мы реализовали 
как 

N-i / : : 

36= Д -&2% (R1) - ^ (R») 
tt=0 

(по одному сомножителю на каждый узел решетки), состояние Q0 такое, 
что 

(1.32) CL(^)Q0=0, AL(X)Q0^exv{a{X)L}Q0, 

DL(X)Q0=exv{d(X)L}Q0, 
где 

m28 (1.33) аЩ = —^ch(2a-q), d(X)=a{l). 
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В следующем разделе мы используем эти соотношения для нахождения 
собственных векторов и спектра оператора AL(X)+DL{X). Полученные ре­
зультаты будут использованы далее для нахождения операторов А (X) 
и В (Я), упомянутых во введении. 

2. АНЗАТЦБЕТЕ 

Мы покажем здесь, что собственные векторы оператора AL (X) +DL (X), 
тце DL(X) =AL*(X)7 можно представить в виде 

(2.1) Ф(я1,...дп)=Ддаооо,-
где числа Хг удовлетворяют системе уравнений 

(2.2) •eijtUafai-WiW 
J-A c(Xi,X,) 

• j = i 
ЗФ1 

^ = 1 , . . . 
а соответствующие собственные значения суть 

(2.3) A(X;Xu...,Xn)=exV{a(X)L}Tl-— 
z = i 

c(XhX) 

+: ехр{й(Я)£}ТТ 
c(X,Xi) 

Спектр оператора AL{X) можно получить отсюда в пределе L-^o°, считая 
0 < Г т а < я / 2 , так как второе слагаемое в (2.3) будет при этом экспонен­
циально малым по сравнению с первым. 

Читатель, знакомый с задачами, решаемыми знаменитой подстановкой 
Бете (см. обзор в [13]), узнает здесь основные формулы этого метода. Но­
выми являются компактная формула (2.1) для собственных векторов и 
простой алгебраический вывод формул (2.2) — (2.3), опирающийся только 
на перестановочные соотношения (1.30) и на существование состояния £20. 
Использование оператора AL(X)+DL(X) — следа матрицы монодромии ими­
тирует периодические граничные условия, влияние которых исчезает при 

Перепишем нужные нам перестановочные соотношения (1.30) в удоб­
ном для нас виде 

(2.4) 4(Я.)Д(Ц)= ^ Л.В(^А(Х)-Ц^-В{Х)А(^: 

(2.5) Dil)B(lx) = -^B(lji)D(l)--^^B{X)D(li). ' 
С (A, \Х) С(Л, |л) 

Заметим, что из явного вида 6 и с — формул (1.18) следует, что 

(2.6) &(|Л,Х)/с(\х, X)=-^-b(X, \i)/c(X, \л). 

206 



С помощью соотношений (2.5) и (2.6) мы можем преобразовать выражение 
п 

(2.7) (A(K) + D(K))Y^B(lt)Q0, 
1 = 1 

пронося А(Х) и D{7J) через 2? (&0 к Q0 и используя (2.6) и (1.32). При 
этом возникнет 2? слагаемых, которые естественно собираются втг+1 вы­
ражение вида 

п 

(2.8) Л(Л,;Я,1 , . . .Д„)Дя(А,,)£2 (г 
Z = l 

И 

(2.9) Л , а ; Я 1 , . . . > Х » ) Д я а | ) В Д О о , / = 1 , . . . , п. 

гос­
структура Операторных множителей в (2.8) получается, если при комму­
тации мы используем только первые слагаемые в правых частях формул 
(2.4) и (2.5). В результате немедленно заключаем, что коэффициент 
Л (А; А,1,. . . , Кп) дается выражением (2.3). 

Структура операторных множителей выражения (2.9) при j=--l полу­
чается, если при коммутации А (к) и D(K) с B(Xi) мы используем вторые 
слагаемые в (2.4) и (2.5), а при дальнейшей коммутации возникших 
А(Х±) и D(Xi) с В (hi), Z^2, опять будем использовать только первые сла­
гаемые. Коэффициент Л4 при этом получит вид (с использованием (2.6)) 

Ж^(еХР{аа1^}11^^~ 

1=2 

1 = 2 

При вычислении коэффициентов Л,, / = 2 , . . . , п, нам пришлось бы комби­
нировать большее число слагаемых. Однако эти вычисления не надо про­
водить, так как в силу коммутативности операторов B(h) выражение (2.7) 
является симметрической функцией от Хи..., Кп и, следовательно, коэф­
фициенты Л? получаются из Л4 надлежащей перестановкой переменных h. 
Тем самым коэффициенты Aj имеют вид 
(2.10) Л Д Я ; Я ь . . . , и = ^ ^ ( е х р { а а , ) Ь } П 

1ФЗ 

1=1 
1ФЗ 

Заметим, что прямое доказательство этой формулы должно опираться 
на формулы сложения для коэффициентов б и с . Это показывает, что мат-
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рица R является весьма специальной. Есть основания считать ее универ­
сальной для всех релятивистских моделей с одним фундаментальным по­
лем. С этой точки зрения эквивалентность модели синус-Гордой и модели 
Тирринга становится особенно естественной. 

Возвращаясь к предыдущему, укажем, что для того чтобы вектор 
Ф (Xi,..,';, Кп), задаваемый формулой (2.1), был бы собственным вектором 
для A(X)+D(X) при всех Я, сумма слагаемых вида (2.9) должна исчез­
нуть. Система уравнений (2.2) на величины %г получается, если мы будем 
считать; что исчезает в отдельности каждое слагаемое, т. е. 
(2.11) Aj{X;Xu...1Xr)=01 / = 1 , . . . , ^ . -
При выводе формулы (2.10) мы считали, что все Xi различны. Однако мож­
но показать, что если система (2.2) имеет решение с совпадающими кор­
нями, то соответствующий собственный вектор исчезает в ситуаций общего 
положения. Тем самым мы можем считать, что условие Х^Хк при ]Фк 
в определении собственных векторов Ф(Я4,. . . , Хп) не является ограниче­
нием. Для доказательства можно использовать соотношение из (1.30) 

(2.12Г ^ ^ 
c(x,ll) 

которое позволяет явно вычислить скалярные произведения векторов вида 
(2.1). Мы не будем здесь приводить соответствующих вычислений, отложив 
их до второй части. Скажем только, что при этом получается ортогональ­
ность состояний Ф({А,г}) с допустимыми и несовпадающими наборами 
{Я*}, а норма вектора, для которого хотя бы два Хг совпадают, равна нулю. 

Исследуем теперь систему уравнений (2.2), используя опыт и термино­
логию, имеющуюся в значительной литературе, посвященной приложениям 
анзатца Бете [12, 13, 19]. Явный вид системы (2.2) в переменных а 

(2.13) ехр{—irriiSmY sh2azL} = I I -^——.— ? mi= , 
Л.Л. sh(az—aj—iy) A 

3=1 
- • " • • • ; ' . / ЭФ1 

показывает, что мы имеем дело с системой квазичастиц с импульсом 
(2.14) 7c=m1sin'Ysh2ia 
и двухчастичной ^-матрицей 

(2.15) £(а) = е х р { Ё Ф ( а ) } = 8 ^ а + ^ . 
sn(a—щ) 

Соответствующая состоянию Ф(а1?...., ап) энергия имеет вид 

(2.16) ' V т± sin у ch 2a r 

Одночастичные импульсы и энергии квазичастиц вещественны, если а 
меняется вдоль прямых / i = { a : l m a = 0 } , / 2 ={a : 1гаа=я/2}. В плоскости 
Я первому случаю соответствует полуось 0<Я<°°, а второму — мнимая по­
луось Х=щ, 0<1Х<°°. В классическом случае возбуждения с чисто мни­
мым X соответствовали солитоыам, так что появление квазичастиц с таким 
Я не столь уж удивительно. При 0<'у<я квазичастицы с а&1л имеют поло-
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жительную энергию, а квазичастицы с а^ / 2 — отрицательную. Физический 
вакуум получается при заполнении всех допустимых состояний этих час­
тиц, т. е. 

(2.17) Q=Jj5(««)°o, 
a,iBl2 

где afih — максимальный набор несовпадающих решений системы урав­
нений (2.13). Физические возбуждения отличаются от вакуума на конеч­
ное число квазичастиц, поляризующих вакуум. 

При я < ^ < 2 я квазичастицы с а^1± и а^ / 2 меняются ролями, а точка 
7=!Я соответствует фазовому переходу — смене физического вакуума. 
Заметим, что со времени работ [20, 8, 9] наша модель рассматривалась в 
литературе лишь при 0 < ^ < з х . 

Стандартный метод исследования системы уравнений (2.13) для за­
полнения вакуума основан на утверждении, что \щ при L->«> сгущаются 
на интервале — Л < К е а < Л , где Л определяется из условия 
(2.18) т, sin f sh 2Л£=2я£/8, 

определяющего максимально допустимый импульс квазичастиц на решёт­
ке. Другими словами, величина l/(a,i+i—Ui)L при L-*o° превращается в 
гладкую функцию р(а), определяющую плотность распределения квази­
частиц в вакууме. 

Уравнение для р(га) получается логарифмированием соотношения 
(2.13): 

(2.19) т, sin т sh 2^L = ^ Ф (fr-fc) +2nNh at=^ + ^-. 

Здесь Ni — целые числа. Для вакуума соображения, основанные на теории 
возмущений и непрерывности (ср. [13]), показывают, что Nt=l. Вычитая 
теперь из уравнения (2.19) для $t+l уравнение (2.19) для (Jz, разделив 
разность на L($l+i—$i) и перейдя к пределу L->°°, мы получим 

Л 

(2.20) 2mt sin «у ch 2 а = 2 я р (а ) + J Ф' ( а - р ) р (р) dp. 
- Л 

Это интегральное уравнение исследовано в приложении 1, где показано, 
что при Л-^'оо решение р л ( а ) представляется в виде 
(2.21) pA(a)=Cm(m8)p-lchpa, 

я 

я—*у 
2я 

2я 
0 < 7 < Т , 

2я 

С = < 

яу 
/ 16я \ 
\sin7 / 

~р/2 С ^ 2 ( я - Т ) 

16я\- -р/2 tg" 

я—2у 
я 2 

0 < ^ < 2я 

2я 
\sinf / я—у 

3 Теоретическая и математическая физика, т. 40, № 2 

•<7<ет:. 
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Мы видим, что при Л-^оо и фиксированном т (т. е. 6-^0) решение рл(а) 
растет при 0<Y<3V 

Конечно, множитель (т$)р~1 можно убрать перенормировкой массы 
m r=m(m6)p_1 . Последняя формула при 'у-̂ О совпадает с квазиклассиче­
ской [8]. Однако более последовательная интерпретация состоит в томг 
что предположение о характере убывания ^+1~Рг^1/Ь при 6-*0 неправо­
мерно. Перепишем фазу в (2.13) в виде (m2/4)6sin'ysh2^L=m^osh2^Lf 
и подберем Li так, чтобы JWi—$i~l/£i равномерно по б при б->0. Из вы­
вода уравнения (2.20) для р(а) очевидно, что при L1=L(m6)1~p/C, рлг(<а) 
имеет предел при 6-^0: р(a) =mehpa. 

Очевидно, в определении L± имеется произвол, соответствующий ко­
нечной перенормировке массы т, которая фактически играет лишь роль 
масштаба масс в нашей теории. ^ 

Заметим, что предложенный только что способ обойти проблему расхо­
димости в массе может иметь более общий характер. Наши рассуждение 
показывают, что при снятии обрезаний L->oo и 6->0 нельзя стремить 
L->oo независимо от 6-^0, а следует образовать сначала новый параметр 
Li, зависящий и от L, и от б, устремить его к °°, а затем перейти к преде­
лу б-^0. 

Закончим на этом исследование вакуума и перейдем к описанию одно-
частичных возбуждений. Рассмотрим вектор состояния 

^Qi"(ao) .= ^ 

i 

где a0£/i и определяет импульс возбуждения, а $i+mj2^h представляют 
собой быстроты квазичастиц, заполняющих поляризованный вакуум. Чис­
ло этих частиц на 1 меньше, чем число частиц в вакууме Q. Это связана 
с тем, что внесение частицы с a0£/i «расталкивает» частицы вакуума, 
и условие |рг|<!Л выполняется только при указанном числе частиц в 
вакууме. В поляризованном вакууме выполняется условие ^>p z при Pz< 
<a0 , ^z<^r при Pz>a0 {$i — решения соответствующего уравнения (2.19) 
для вакуума), так что рг естественно нумеруются, если среди /пропустить 
номер к такой, что ^является ближайшим к юс0. В этом смысле построен­
ное нами состояние представляет собой связанное состояние квазичастицы 
и дырки. 

Разность tBz—$i имеет порядок 1/Ld и быстро убывает при больших Z. 
Предел произведения L^i—^i) при Хц-̂ оо обозначим через w($}.. Функ­
ция w ([}) убывает при | р | -^°° и имеет разрыв при р=а0, так как она отри­
цательна при (J<a0 и положительна при ^>а0. -

Прологарифмировав систему уравнений (2.13) для вакуума и для воз­
буждения и ВЫЧТЯ ОДНО ИЗ ДРУГОГО, ПОЛуЧИМ (при [}>OGo И | < a 0 ) 

(2.22) тоЬ1(8Ь2^-8Ь2^) = 2я/Ь± + ^ Ф ( ^ - ^ ) -

-^ФШ|-р 3)+Фф г-^)-ф(р г + ^ - а „ ) , 
? 5Ф1,Ь ' 
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где целые числа к± (к+ при р>а0, и &_ при $<а0) выбираются так, чтобы 
фаза Ф(р—сс0)— Ф({И-щ/2—а0)+2я/с± убывала при |Р|-^°°. Нетрудно убе­
диться, что это условие выполняется при нормировке Ф(—оо)=—2^, если 
&_=0и &+=1. 

При Li-^oo (2.22) превращается в уравнение 

Л 

2т0 ch 2aw(a) = J Ф' (а -р) (к? (а) - ю (р)) Р (Р) <Ф + 
- Л 

а + — - а0 ] + 2я6 ( а - а 0 ) , 

a0^/i, а + — б /2> рб/1# Отсюда видно, что величина F(a) =и? (а) р (а) удов-

летворяет уравнению, которое мы запишем сразу после перехода к пре­
делу Л — : ,_i.̂ .̂ j 

оо 

2nF(a)= - J" Ф'(а-р)**(р)«ф+Ф(а-а . ) -
— оо 

а + — - а0 ] + 2я9 ( а - а 0 ) . 

Продифференцировав это уравнение по а и обозначив 

(2.23) F ' (a) =F, (а) +б ( а - а 0 ) , 

лолучим для Fi (а) корректное уравнение 

оо 

(2.24) 2nFi(a)+ j " Ф'(а-р)*7(Р)йр+Ф' ( о + - ^ — а , ) = 0 , 
— оо 

которое легко решается преобразованием Фурье (см. приложение 2). За­
метим, что функция Fi(а), определяемая из (2.24), непрерывна и убы­
вает при | а | -*-Ьо. 

Займемся теперь вычислением собственного значения оператора 
Ль (X) Л-DL {%) на построенном выше одночастичном состоянии. Из (1.33) 
и (2.3) следует, что при L-ноо И 0<Ima<jt /2 второе слагаемое в (2.3) 
экспоненциально мало. Таким образом, для отношения собственного зна­
чения оператора AL(К) +DL(К) (обозначим его Л (а, а0), а=1пЯ) на одно-
частичном состоянии £2i(a0) к его собственному значению Л (а) на ва­
кууме Q получаем следующее выражение: 

Л(а,а0) ^•i(a;a0) : 

Л(а) 

)—а) И c(Bz+m/2—а) с(а0—а) 1 1 c(|$z+wt/2—а) / 1 1 c(pz+m/2—a) 

Для дальнейшего будет удобно сделать сдвиг спектрального параметра 
<х.=*х+Ц12. При этом, как легко видеть из (1.18), At(x; а0)=Л4(а; a0) 
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будет унитарно при вещественных т. В результате имеем 

sh / т - а 0 - — А " 
(2.25) ЛДт-ао)-——————— X 

sh 1%-а0 + —-) 

n sh(T-pz-m/2-^/2) /т-г sh(T-^-m/2-^/2) , 
г k s h ( T - p , - ^ / 2 + i V 2 ) • ' • / I I s h ( x - ^ - m / 2 + ^ / 2 ) 

Прологарифмировав (2.25) и обозначив 

• , " : •• , s h ( a — ^ / 2 ) 

sh(a+q/2) 
получим 

(2.26) \b"4i(T; a0) = J ] J?i (t-Рг-.-у) "X, Л 1 ( т " ^ ""у) + 

1Фк 1фк 

( itt\ 

В пределе Lt->-^ (2.26) переходит в 
In А4(т; a 0 )= J Ж (%-$ - . у ) и>(Р)р(Р)«*Р+ 

i in, \ 
+ $t(т—a0) + $i т—а0 — — J. 

Продифференцировав это равенство п о т и воспользовавшись (2.23), по­
лучим следующее выражение для логарифмической производной А^: 

(2.27) - 1 п 4 , ( т ; а0)=•Ы(%-щ)+ ) Ж ' [%-§ - — ) Л ( Р ) ф . 

Интеграл в правой части (2.27) легко вычисляется, и в результате мы 
приходим к следующему выражению для ^4I(T; a0), определенному с точ­
ностью до постоянного фазового множителя: 

' я(т—a0) r щ 
sh ———-.— &sin-

(2.28) лет;*.)- , "~V • N 2 (Я"Т) 

1 я(т—а0) • . я^ sh—_ < + zsm-
я—4 2 (я—-у)" 

Состояние Q(au\ . . , а^), соответствующее рассеянию нескольких ос­
новных частиц, можно построить, внеся в вакуум несколько квазичастиц 
с подожительной энергией: 

(2.29) Q ( a i ^ , o g ^ 

Повторяя вывод интегрального уравнения (2.24), нетрудно убедиться, что 
вклад каждой из этих частиц в плотность Ft (a) будет аддитивен, а сле­
довательно, регуляризованное собственное значение оператора, Аь(ке-^/2) 
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будет равно при £*-><*> просто произведению одночастичных множителей 
вида (2.28): 

(2.30) А (т; « 1 , . . . , а») = J J ^ i (т; а,) 
4 

3=1 

Связанное состояние нескольких основных частиц можно получить^ 
если внести в вакуум связанное состояние нескольких квазйчастиц., Точ­
нее, рассмотрим состояние 

(2.31) Qn(a0) = B(a1)...B(an) П 5 ( ^ + т ) Й ° ' 
i 

где a t , . . . , а«, рг —решения системы уравнений (2.19), причем ос0, otj, 
р^Л, a га, при /У!->ОО стремятся к значениям а^=а0+гЧ(/— (д+1)/2), /— 
= 1 Э . . . , тг, Kw^^max, где 7гтах — наибольшее целое число, удовлетворяю­
щее неравенству nmSiX<\n/*(—1. Повторяя вывод уравнений (2.24) и (2.27), 
мы получим, что соответствующая плотность Fn(a) описывается урав­
нением 

(2.32) 2 я ^ в ( а ) + | ф , ( а - . Р ) ^ » ( Р ) ^ + ^ | Ф ' ( а + . - у - - а , ) = 0, 
_оо j = l 

где а, £У4; a соответствующее собственное значение дается формулой 

(2.33) — In Ап (т; а0) = #„ ' (т, а0) + J Я / ( т - —- - а 1 î n (а) йа, 
— оо 

П 

где J?n (т, а0) = / , «^I (т—а,) и имеет вид 
i=»i 

1 я(т—а0) ятгу 
sh isin-

(2.34) Л.(*;«.)- Г \ ^ ) . 
sh + i sin -

л—у г 2 (я—Y) 
который был предсказан в работе [10]. Легко видеть, что при п=1 (2.32) 
ж (2.34) переходят соответственно в (2.24) и (2.28). 

Очевидно, что связанное состояние (2.31) может быть получено из со-, 
стояния рассеяния (2.29) аналитическим продолжением быстрот щ в 
комплексную плоскость до значений aj=a0+i^(j—(n+l)/2), / = 1 , . . . , п; 
1^п^птах. Аналогично из (2.30) получается (2.34). Записав -44(т; а0) 
в виде 

я / щ \ я / щ \ 
sh — [ т—а0 ! ch ( т—а0 + — ) 

2 (я -т ) \ 2 / 2 ( я - Т ) \ 2 / 
Л4 (т; а0) = ; ;—г~ 

sh — т—а0 + —- 1 сп — ( т—а0 — •— I 
2 (я-у) \ 2 / 2 (я -т ) \ 2 / 

мы видим, что нули и полюса отдельных элементарных множителей 
4i(x; о̂ -) в (2.30) последовательно сокращаются: sh в знаменателе в вы­
ражении для Ai(r; a,j) сокращается с sh в числителе для А^{х\ otj-i), а ch 
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Сокращаются для номеров / и УтИ, и результат имеет только два нуля и 
два полюса в полосе Пт={т: 0<1тт<я—°f} и является, таким образом, 
элементарным множителем Бляшке для этой полосы при условии сим­
метрии А (х+i (п—4) )=А (,т). 

Элементарным множителем Бляшке для данной области Пт мы назы­
ваем здесь функциК)̂  равную по модулю единице на границе области, 
аналитическую внутри нее и м там минимальное число нулей, 
совместное с условием симметрии. 

Как известно, в спектре модели синус-Гордон, помимо основных час­
тиц и их связанных состояний, присутствуют еще солитоны и антисолито-
ны, несущие топологический заряд. К сожалению, нам пока не удалось 
построить состояцйе с ненулевым топологическим зарядом (аналогичная 
проблема не рещеда также для ZFZ-модели [ 19]). Поэтому мы ограни­
чимся построение состояния рассеяния солитона на антисолитоне. Для 
этого, следуя [19} и [14], мы рассмотрим состояние 

(2.35) О ^ Ч ^ а ? ) = £ ( а О . ^ V . 

\_ in а5+а? / тг+1 \ •' 

п четно для знака •.(+)', и п нечетно для знака (—). Как показано в [15], 

состояния ъ£8« и lias' соответствуют симметричной и антисимметричной 
волновым функциям, соответственно. При нумерации $t следует про­
пустить п—2 номера подряд в окрестности (as+ias)/2, а также еще 2 но­
мера в окрестности а, и а«. Повторяя рассуждения, проделанные прж 
выводе (2.24) и (2.27), мы придем к следующему уравнению для плотно­
сти F& (а): 

(2.36) 2 я ^ л ( а ) + j 0 4 a - p ) ' F . 7 ( p ) d p + . 

+ ^ Ф ' / а + ^ - - а Л - Ф ' ( а - а з ) - Ф , ( а - а 3 ) = 0, 

ндляДвз(т; a s , a j ) : 

(2.37) А1п4 л ( т ; а . > ' а г ) = « п ' ( т , - ^ ! ) - ^ ' ( т - а , - — ) -

откуда 
• /я(т—gs) ш \ . /к(%—an) тх 

S \ 2 (я -7 ) ~ T / S \ 2 ( я - т ) ~47 (2.38) л3Дт; ocs, aj) — 
/ JT(T—a5) щ \ , /я(т—0^) , йг 
V 2 ( я - Т ) "4") S \ 2(JX—f) T 
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Аналитически продолжив (2.38) по ав, «« до as=a0±i[rt-f-(^— 1)^/2], а*= 
= а „ мы получим, как этого и следовало ожидать, снова (2.34). 

Структура (2.38) заставляет предположить, что односолитонный мно­
житель А8 имеет вид 

_ . я(т—а) sh / я(т—а) . я \ 
\ 2 (я -т ) ~~*~Т/ 

(2.39) Л . ( т ; а ) - ^ 7 ( т ; а ) = . 1 

, . я(т—а) 
sn / я(д—а; . я \ 

\ 2 (я -т ) * Т / !(я-т) 

что соответствует выражению, приведенному в [10]. 
Подведем итоги этого раздела. Мы построили состояния, соответствую­

щие основным частицам, их связанным состояниям и состояниям рассея­
ния солитона и антисолитона. 

Аналогично построению состояний (2.29) и (2.35) можно построить 
состояние общего вида й(а,л, а3-в, о̂ -)» описывающее рассеяние всех сортов 
частиц, присутствующих в нашей модели. Здесь ajn — быстроты связан­
ных состояний п основных частиц (l^jn<Nni п^птах), a ajs и ^--—быст­
роты солитонов и антисолитонов, соответственно (l^js^Ns, К/У^ЛГ,). 
По указанной выше причине мы вынуждены ограничиться рассмотрением 
сектора с нулевым топологическим зарядом, т. е. NS=N^. 

Как и при выводе формулы (2.30), используя соображения линейно-
€ти? мы получаем, что при L^oo и 0 < 1 т а < я / 2 

nmax Nn 

AL(l)Q(а,п, а^а,_) = AL(а) Д Д л „ ( т ; ain)X 
n = l jn=l 

X Д Л ( т ; а,-) Д ^ ( т ; « ^ ( а , ^ , а,-, о^.), т = а - — , 
w 

с точностью до членов, экспоненциально малых по L. Таким образом, для 
оператора 

А (Я) = lim 

состояния Q(ocjb, о*в, ty-) станут уже собственными. Если мы переопре­
делим быстроты а-^0=яа/(я—у), то соответствующее собственное значе­
ние имеет вид 

(2.40) а (Я,; %jn, %h, ^-_) = П П an (%; ljn) X 

x П в.(̂ ,Ч) П А ^ , ^ ) , 
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г д е A , i n = е п, Я л == е «,• A, j - = е в и 

(2.41) апа,и) = 
sh(a—.§)— is in 

\ / „ . ' a v j - i ^ "If' 
• л> як 

• Я — f 

(2.42) • a„(A,, |x) = aj(A,, jx) = ———— ——-,• "a=lnA,,..§=ln.|i. • 
, / a - p m \ 

' ~ T / :.. - , ' - - • ' 
Оператор 5 (Я), упомянутый во введении, мы определим при 0 < ^ < я / 2 

с точностью до нормировочного множителя, задавая его действие на ба­
зисные векторы Ф-{Х^, Xj , Xj-.)=Q(aja, а&, ос*-)' в пространстве состояййй 
по формуле 
(2.43) : ^ ^ ^ 

s s 

Таким образом, оператор В (X) является оператором рождения основной 
частицы р быстротой a=ln Я. Обсуждение вопроса о нормировке оператора 
В(Х) мы отложим до второй части работы. 

Используя формулы (2.40) и (2.43), мы получаем основное коммута­
ционное соотношение (13) для операторов Л (Я) и JSCjx)., приведенное во 
введении, А(Х)В(\х)=а(Х, \i)B(\i)A(X), где а(Х, ^)=а1(Я, |i). 

На этом мы закончим изложение первой части работы. Построение 
^-матриц и обсуждение связи с работами [18, 19] по спиновым моделям 
будут приведены во второй части. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е ! 
В этом приложении мы исследуем уравнение (2.20) и выведем асимптотику 

(2.21) для его.решения рл(ос) приЛ->-°°. 
^ Итак, перепишем уравнение (2.20), обозначив т^ sin у через М: 

(П1.1) 2Mch2a=2j tp(a)+ f Ф / ( а - р ) р ф ) # . 
— л ' • . ' - - . . 

При этом мы будем считать,-что переменные а и р принимают вещественные зна^е--
Л . • Д- ' ~ • 

нйя. После замены переменных а .=. -— х, р = — у, р (#) = р (а) уравнение (Ш.1)' 
' Л '' Я . Я 

переписывается в виде 

2А ~ Л ~ / Л \ _ 
(П1.2) 2Mch — x = 2np(x) + — Ф'( — (.r-z/) ) p.(y)dy, 

Я Я J \ Я / 
— п •• 

после чего оно при больших Л легко решается преобразованием Фурье. Действитежьг-
но, введя обозначения 

2Л 
сп= \ einx ch.—-xdx, pn= I einxp(x)dx, 

—я - —я 

Фп = — Г Ф' ( —- хA einx dx, 
я J \ я ) 
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ж проведя преобразование Фурье, можно переписать (П1.2) в виде 2Мсп=2крп+ 
+Фпрп , откуда следует, что 

1 VI м \гл e~inxcn (П1.3) р ( а ) = р ( ^ ) = — у в-*»*р„ = — V . 
2я JLJL Я L-A 2Я + Ф П 

п п 

Чтобы найти асимптотику р(а) при Л->°°, преобразуем правую часть (П1.3)е 

Если ввести переменную к—кп/Л, то при Л-> °° \ перейдет в ( — d k . Вы-
п 

числяя сп и отбрасывая убывающие члены порядка е~2А, получим 

2Л е2А 

с(к)= сп= e*n*ch xdx « • ( \ 
1п я л-̂ оо 2 \ т + 2 Л / я ш-2Л/я / 

(
gzAfe g—iAh . 

i^+2 i&-2 / ' 
2Л 

1 sh(a+i7) 
Ф(&) также легко вычисляется (напомним, что Ф(а) = In (2.15)): 

i sh(a—fy) 

Л f / Л \ • С in —a (• 
ф(^) = ф п ^ — ^ ф / ( _ * ) е

г ™ ^ = ^ ф ' (а )е я da > ^ Ф'(а)е1 

(l-v) sh 
= *- 2я-

откуда 

1 я 
sn -"2" к 

Y я - 7 
sh —- /с ch • , ' , к 

2 2 
2я+ Ф (к) = 4я • 

я 
sh А; 

2 

Подставив все это в (Ш.З), получим 
я 

%я. .. оо , • s h — & 
ilf ^ / егЛЙ

 e-iAh ^ 2 
• -dk. (Ш.4) р(а) = е2Л е - ^ а / \ . 

8я2 ^ \ iA+2 г/с-2 / Y я—у 
sh /с ch 1 к 

2 . 2 
Главный вклад в асимптотику (Ш.4) при Л-*°° дают ближайшие к вещественной 
оси полюса подынтегрального выражения, а именно А=±г'я/(я-у) при 0<(у<2я/3, 
k=dzi2nf4 при 2я /3<^<я (полюсов при &=0, ±2i нет, так как они сокращаются 
нулями числителя sh (як/2)}. Вычислив вклад этих полюсов, мы получаем оконча­
тельный результат 

. ' 
Л->оо I Я^ 

ikf *» Y ( 2 - 2 1 ) А 2л 2я 
1"2ПГ=гуе chTa> Т<^<я-

Подставив теперь в (П1.5) Ж"= raising и заметив, что из (2.18) следует 
16я 

^2л ~ (т^ -zMbl придем к формуле (2.21). 
sin'Y 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 2 

В этом приложении мы решим уравнения (2.32), (2.36) для плотности F(a) ж 
найдем собственные значения (2.34), (2.38) производящей функции интегралов дви­
ж е н и я А{%). 

Начнем со связанного состояния п основных частиц (одночастичное состояние 
получится как частный случай при п=1). Уравнение для плотности Fn(a,) имеет 
вид (2.32); 

(П2.1) 2JcFn'(a) + V Ф' / а + — - а,- V + Г <D'(ct-P)Fn.(P)dp = О, 

j = l . —оо 

' a j=a 0 +^(7-(»+ ' l ) /2) , - . 1<л<»тах, 0<с-у<я/2. 

Как и всякое уравнение с ядром, зависящим от разности аргументов, (П2.1) яегк® 
решается преобразованием Фурье. Действительно, введя преобразования Фурье 

оо оо sh ( %\к 
С г \ 2 / 

fn{k)= A eiabFn(a)da, ф ( & ) = eiah<$>'(a)da=-2TL--—— , 
- о о s b k 

2 
оо п 

ИГ 
tyn {к) = f eiak у 1 Ф ' : / a + — - ttj J da= 

— оо j = i 

n ch — ksh — k 
shyk —̂• • 2 2 

2Л. — \ eia/fe = 4яега«А ——=—— 

получим 

TL • 

sh — k ^=1 s h — / с 
2 2 

1 , n*{ 
ch — /г sh — к 

$n(k) 2 2 
. / * ( * ) = - — — — - = - e * a o b 

2я+ф(&) т Я - Y ••-••. 
sb — &ch——— & 

2 2 

З н а я fn(k), можно найти по формуле (2.33) и Л п ( т ; ao ) . Введем фурье-образы: 
оо 

/. d 
Лп(к'1а0)= \eihx lnAn(x,aQ)dx, 

J dx 
~ оо 

' оо sh к 
• ~ • с • 2 

#п(Л,-а0)= 1 e'^n'foooJtfT^jtie**"* , 

~ г / йгс \ 2 
&0(к)= А е1ка$1'\ а - — 1 d a = - 2 r c i - — — 

sh -—к 
; 2' . 

sh — & 
2 

shr к 
2 

Теперь, сделав преобразование Фурье над равенством (2.33) 

оо 

d i itt' 
— 1 п А п ( т , а 0 ) = ^ „ , ( т , а 0 ) + &Y т - а - . — Fn(a)dat dx 2 
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получим для Ап(к, а0) формулу 

Ап (к, а0) = %п (Л, а0) + in (к, а0) #о (Л) = -2яie iha* • 

ch— к 

ch /с 
2 

Сделав обратное преобразование Фурье и проинтегрировав результат по т, мы при­
дем к формуле (2.34). Аналогично исследуется случай солитон-антисолитоннож 
пары. Ниже приводятся основные этапы вычисления: 

2nF - (а) + 2 ^ Ф' ( а + Т Г — a j ) — Ф' (а — as) - Ф' (а —а-) + 

оо 

+ J ф'(а-р)^_ф)^ = 0, 
СО 

а}= 2"— + iy\1-—2TI' и = лшах + 1- "тах + 2 , 

СО 

—сю 
00 _п_ 

ijr- (fc; a,, a-) = |j e ta* Q \ ' (« + f - «j) - Ф' (« - as) - Ф' (a - a-) j da = 

я — ny , я — у , , / я . \ • 

= - 4 я в х р \ « - 2 - ^ / = S = + 2 я ( в ^ + е. • ) • 
sh - y A sh ~2 k 

d A a « + M i «я\ 
17 1П ̂  ( T ; a 3' a i" ) = *" [*• —J - Ы \Х-а»-—)-

OO 

— «#i' ( t - a- ~ ~ x ) f \ &i (T — a — -y-J F - (a) da; 
OO 

oo 

M-(k; a, «-) = jj в«* Ц / (T, ! i± ! i ) _ ̂ , ( t __а< 
— OO ^ 

_ r as -f a- -j 
— Фг' ( t — a- — i y j dt = 2jti exp Ш y- 5 - j 

a . - f a - i sh-

sb - y fe 

Y 
« a . , i**r% s h " 2 " f c 

+ 2m(e*"~ s +e s ) ; 
s h - y & 

X- (*; a., a-) = J ^ "Jf In A
S

( t ; a*' a J } d T = Su{k' a«' V + 

OO 

+ /„7 (/c; as> a r ) ^ o №) = 2jT* (<? s + e s ) 
2ch~2~ J L /c 

откуда сразу получается (2.38). 

Ленинградское отделение Поступила в редакции 
Математического института им. В. А. Стеклова 17 апреля 1979 г. 
Академии наук СССР 
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QUANTUM INVERSE PROBLEM METHOD. I. 

E. K. Sklyanin, L. A. Takhtajan, L. D. Faddeev 

Quantum-mechanical variant of the inverse problem method is suggested. The exact 
solution and the quantum analogues of the action-angle variables are obtained for the 
«quantum Sine-Gordon model. Connection with the Bethe ansatz as well as the problems 
.yoi renormalization are discussed. 


