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функциональный анализ и его приложения^ 
1984, т. 18, вып. 4, 64 -72 . 

^ Д К 519.46 
КВАНТОВЫЕ АНОМАЛИИ 

И КОЦИКЛЫ НА КАЛИБРОВОЧНЫХ ГРУППАХ 

А. Г. Р е й м а н , М.А. С е м е н о в - Т я н - Ш а н с к и й , 
Л. Д. Ф а д д е е в 

Интерес к коциклам на группах калибровочных преобразований вызван 
недавними работами физиков, в которых изучалось поведение регуляризо-
ванного определителя оператора Дирака с коэффициентами в векторном рас­
слоении. Наивно можно было бы ожидать, что определитель инвариантен от­
носительно калибровочных преобразований. В действительности это не так; 
этот факт получил название «квантовой аномалии». 

Изучение трансформационных свойств детерминантов при калибровоч­
ных преобразованиях имело долгую историю [1—3]. В [4] впервые отмечено, 
что аномалию можно рассматривать как 1-коцикл на группе. Обозначим DA 
оператор Дирака в расслоении со связностью Л, и пусть g — калибровочное 
преобразование (автоморфизм расслоения, тождественный на базе). Пусть 

г̂с(А, g) ^ det DgA- (det DA)"^. 

Замечательный факт состоит в том, что коцикл с {А, g) ~ в отличие от «плен­
ки» log det DA — локальный функционал, т. е. зависит только от струй ко­
нечного порядка А ж g. 

В настоящей работе мы построим серию коциклов на группах калибро­
вочных преобразований, коэффициенты которых — локальные функционалы 
от связностей. Некоторые маломерные коциклы были раньше построены в 
работе [4], а также в препринте одного из авторов [3], где обсуждаются их 
возможные физические применения. Соответствующие коциклы на алгебрах 
токов (т. е. алгебрах Ли калибровочных групп) построены (другим способом) 
в работах Стора [1] и Зумино [2]. 

Построение коциклов естественно связано с программой «формальной 
дифференциальной геометрии» И. М. Гельфанда [5]. Мы будем пользоваться 
введенным им вариационным комплексом связности [6], чтобы вычислить 
вариации коциклов по А, Восстановление самих коциклов по их вариацион­
ным производным наталкивается на препятствия (которые сами суть коцик­
лы на калибровочной группе с тривиальными коэффициентами). В конечном 
счете эти препятствия связаны с дерамовскими когомологиями структурной 
группы. Поэтому формулы для коциклов содержат неоднозначные функцио­
налы в смысле Новикова [7] (см. также [8]) и (при п^ I) первообразные 
с особенностями от замкнутых форм. 

Построение коциклов состоит из двух характерных шагов: сначала мы 
строим дифференциальные формы на многообразии, удовлетворяющие урав­
нению коцикла по модулю точных форм; затем, интегрируя по замкнутым 
подмногообразиям, получаем уже настоящие коциклы. Полученные формулы 
обладают замечательным свойством локальности: они зависят только от су­
жения связности и калибровочных преобразований на подмногообразрхе. 
В итоге с универсальным характеристическим классом размерности 2р свя­
зывается серия коциклов, причем тг-коцикл естественно спускается ня мно-
.4Гообразия размерности 2р — п — 1. 
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В этой работе использован «наивный» аналитический язык: мы говорим 
о функционалах от связностей, дифференциальных формах на пространстве 
связностей и пр. Перевод на более строгий язык расслоений струй не пред­
ставляет принципиальных трудностей. 

Авторы благодарны И. М. Гельфанду, который обратил их внимание на 
работу 16]. 

1. Вариационный комплекс и разностные коциклы 

Пусть М— гладкое многообразие, G — группа Ли, Р —> М — главное 
<?-расслоение. Пусть % — пространство связностей в расслоении Р. Напом­
ним, что 91 — выпуклое множество в бесконечномерном линейном простран­
стве. Определим в пространстве JP X 91 универсальную G-связность, по­
лагая 

Л {р, А)=А (р), р^Р, (1) 

где А (р) — форма связности в главном расслоении. Пусть Q — комплекс 
внешних форм на ikf X 91 с дифференциалом Z) = d + б, где d — дифферен­
циал вдоль М, б — «вариационный» дифференциал вдоль 91. В Q имеется 
естественная биградуировка по степеням дифференциалов d, б. 

Кривизна связности (1) задается формулой 

Г (Р, A) = Djt + ^ [J. Л] = FA ip) + ЬА (р), (2) 

где FA — кривизна связности А. 
Комплекс Q называется вариационным комплексом связности [6]. От­

метим связь вариационного комплекса с интуитивной идеей о равноправии 
пространственных координат и физических полей, неоднократно подчерки­
вавшейся А. С. Шварцем. 

Пусть ф— инвариантный однородный полином степени N на алгебре Ли 
^ группы G. С полиномом ф связана характеристическая форма на много­
образии М X 9t 

Ф = ф(Я=ЕФг, (3) 
г 

где Ф^ — форма на М X 91 бистепени (2Л̂  — i, i). Из замкнутости Ф, {d + 
-f- б) Ф = О, получаем равенства 

бФ^ = —йФн!, йФо = О, SФiv - О (4) 
(заметим, что Фо — это обычная характеристическая форма связности А 
на М). 

Пусть Ло, . . ., Л;̂  — набор связностей, Д^ = Д (AQ, . . ., Л^) — /^-мер­
ный симплекс в 9t с вершинами AQ, . . ., Aj^, Определена естественная опе­
рация интегрирования по слою п^: Q (М X А) -^ Q (М). Из теоремы Стокса 
получаем 

йоЯд + Ядо/) = ЯаА, (5) 
где D — сужение дифференциала на М х 9t на подмногообразие М X Д. 

Применим конструкцию интегрирования по слою к характеристическим 
формам связностей. Пусть 

С ; , ( Л , . . . , Л ) = ЯД^Ф= I Ф/С. (6) 

Таким образом, Cj^ (AQ, . . ., А]^) — форма на многообразии М степени 2N — 
— к. Из (5) получаем, пользуясь замкнутостью Ф, 

d c , = 5 Ф,-1. 7̂) 
^^к 

3 Функц, анализ, т. 18, вып. 4 
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Функционалы Cj^^ (AQ,. .., А]^) можно рассматривать как коцепи в про­
странстве связностей с коэффициентами в Q (М), Определим кограничный 
оператор на такжх коцепях стандартной формулой 

5/(Л, . . ., Лр.1)= S (-1)7(^0, . . ., ^г, . . ., ^p+l). (8) 
г=эО 

дст, = —dCfc+i. (9> 
Тогда 

Следуя Р. Ботту [9], будем называть последовательность форм Cj^ раз­
ностным коциклом. Заметим еще, что конструкция разностного коцикла 
обобщает конструкцию вторичных характеристических классов Черна — 
Саймонса [10]« 

2. Группа Aut Р и когомологии групп 

Пусть Aut Р — группа автоморфизмов расслоения Р. Подгруппа 
G (Р) d Aut Р автоморфизмов, тождественных на базе ЛГ, называется груп­
пой калибровочных преобразований. Тривиализация Р (если она сущест­
вует) задает изоморфизм G (Р) с группой G^ гладких функций на базе со зна­
чениями в структурной группе G. Имеет место точная последовательность 
i^G{P)^AntP^ Diff М ^ 1. 

Группа Aut Р естественно действует в пространстве связностей 31; тем 
самым определено действие на Р X 91. 

Л е м м а 1. Универсальная связность Ji на Р X % инвариантна отно­
сительно группы Aut Р. 

С л е д с т в и е . Характеристическая форма Ф инвариантна относи­
тельно действия Aut Р на Р X 9(. 

Напомним основные определения, относящиеся к теории когомологии 
групп [11]. 

Пусть Г — абстрактная группа, V — левый Г-модуль. Пусть F^ (Г, 
V) = У, F^ (Г, V) = С (ГР, V) — пространство функций на Г X . . . X Г 
(р + 1 раз) со значениями в V. Действие группы Т в F^ определим фор­
мулой 

(ga) {хо, . . .^х^) = g (а {g'^xig, . . ., g'^x/g)). (10> 

Дифференциал д, перестановочный с действием (10), задается формулой 

да {xi,..., Xp^i) = Xi {а {xi,.. ., Xp+i)) + 
+ S (—l)'a (^0,. . ., ^Л+ь . . ., a:p+i) + (—l)^+ia {XQ, . . . , Xp). (11> 

Когомологии комплекса 
O^VXF^XF^-^. . . (12> 

называются абстрактными когомологиями группы Г. 
З а м е ч а н и е . Следуя принятому в этой статье «наивному» стилка 

изложения, мы не обсуждаем топологии на группах калибровочных преоб­
разований. Разумеется, коциклы, которые мы будем рассматривать, задают­
ся в действительности «достаточно хорошими» (но не обязательно непрерыв­
ными!) функционалами. 

При комбинаторных вычислениях, которые проводятся ниже, удобна 
другая реализация комплекса (12). Пусть А^ (Г, V) = С (Г^^ ,̂ V) — то же 
пространство, что и выше, но с действием 

(^а) (^0. . . ., Хр) = g (а ( g - % , . . ., g~%)). (13> 
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Зададим дифференциал д: А^ -> Л^^^ стандартной симплициальной фор­
мулой 

5а (;Го, . . ., â p+i) = S (—1)^^ {XQ, . . .,±U . . ., r̂̂ +i). (14) 

при p = —1 A^ = V и дифференциал д сопоставляет элементу v ^ V по­
стоянную функцию на Г, равную v. 

Пусть A^{V)'^ —пространства Г-инвариантных коцепей. Определим отоб­
ражение А^ (Vy -> F^'^ (Г, V) формулой 

а' (^1, . . ., ^р) = а (1, ^1, ^1^2, . . •, gig2y' . . gp)' (15) 
Следующий факт хорошо известен 

Л е м м а 2. Отображение (15) — изоморфизм линейных пространств и 
да' = {дау. 

Таким образом, комплекс (23) изоморфен комплексу 
О -^ Л« (У)Г --̂  ^1 (F)r -^ . . . (16) 

3. Коциклы на группе Aut Р 

Мы определим серию коциклов а^^ и коцепей с^^ на группе Aut Р. Ниже 
1Социклы % встретятся нам как препятствия к исправлению коцепей С]^ до 
коциклов (см. предложение 1). При N = к = 2 коциклы а^ рассматривались 
П. Вигманом и А. Поляковым. 

Коциклы будут принимать значения в пространстве £2 (М) дифферен­
циальных форм на М. Автоморфизмы расслоения Р действуют в Q (М) как 
диффеоморфизмы базы М. 

Зафиксируем связность В ^ % и пусть Д^ ™ симплекс в 31 с вершина­
ми gQB, . . ., giiB, Положим 

^fe(^o, . . . , Ы = S Ф?с. (17) 
Ч 

В силу инвариантности формы Ф относительно Aut Р , коцепи (17) Aut Р-
инвариантны относительно действия (13). Из определения дифференциала 
((14) получаем â̂ j. = ^ Ф^, откуда, пользуясь свойствами разностного ко-

цикла (Я), имеем 
daj, = —daj,+i. (18) 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть последовательность коцепей а^^ обладает 
свойством (18). Тогда 

(i) Если S — замкнутое подмногообразие размерности 2N — Лс, то функ­
ционал 

al=la^ (19) 
S 

является коциклом. 
(ii) Если подмногообразия S, 5" гомологичны, то коциклы а^, а̂  гомоло­

гичны. 
Из определения (17) вытекает свойство локальности коциклов aj^. 
П р е д л о ж е н и е 2. Если автоморфизмы gQ, . . ., gj^ оставляют ин­

вариантным подмногообразие S, то а^ {g^, , . ., /̂f) зависит только от суже­
ния автоморфизмов go, - - ч g^ ^ связности В на S. Тем самым, формула (19) 
определяет коцикл на группе Aut Р \s автоморфизмов расслоения Р, огра­
ниченного на S, 
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Предложение 2 показывает, что достаточно рассматривать лишь формы 
aji старшей размерности, т. е. такие, что 2N — к = dim М. 

Теперь мы определим обеш;анные коцепи Сд. на группе Aut Р. Коэффи­
циенты коцепей Cj^ —- локальные функционалы от связности Л е 3t со зна­
чениями B Q (М), Ниже будет показано, как подправить коцепи с̂ ,̂ превратив 
их в коциклы mod dQ, Как и выше, интегрирование по замкнутым под­
многообразиям приводит к «настоящим» коциклам на группе Aut Р, коэф­
фициенты которых — локальные функционалы от связности. При этом 
коцикл С;̂  определен на подмногообразиях размерности 2iV — А — 1. Фикси­
руем связность 5 е 91 пусть A^+i (А) — симплекс в 91 с вершинами А, 
goB, . . ., g]^B. Положим 

с,(^, ?о, . . . ,Ы= S Ф. (20) 

П р е д л о ж е н и е 3. 
дст: = dcj,^^ — а;̂ +1, (21> 

где препятствие а^+-^^ задается формулой (19) с «затравочной» связностью В^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть go» • • •» Sit+i е Aut Р , Aĵ +i = 

= А {g^B, . . ., g]c+iB). Из определения (20) имеем 

dcj,{A, go,...,gM)==— S 0 = d 5 Ф —a;̂ +i. • 
^4+2 W\Afe+i ^k+2 (^) 

Таким образом, функционалы cj^ не являются коциклами mod dQ (М)» 
Однако их вариация по А уже замкнута; в самом деле, из (20) получаем 

д {8ACJ,) = d (6AC^+I). (22> 

Мы увидим, что вариация есть в действительности кограница. Напомним 
сначала формулу для вариации интеграла при смещ;ении области вдоль век­
торного поля g 

ТЛФ=[ Ь^Ф = [ ОцФ; (23) 

мы воспользовались /^-замкнутостью формы Ф. 
П р е д л о ж е н и е 4. Пусть X — вариация связности А; продолжим 

ее до векторного поля ^ (Х) на симплексе A/f+i, полагая ^ (X) (v) = аХ, где 
к 

У = аЛ + 3 ^iSiBy ОС + S ^ j = 1»— точка симплекса Â +̂j (А). Тогда 

ixbACu = d \ г Ч д а ф _ 5 ^ %х) Ф. (24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулой (23) и заметим, что 
\ НдаФ = — д ^ ^|даФ» поскольку векторное поле ^ (X, г;) обраща-

ется в нуль на грани, противоположной вершине А. Ц 
Коцепь Cfc является первообразной от «вариации» (22); учитывая фор­

мулу (24), можно ожидать, что невязка a^+j в уравнении коцикла (21) воз­
никла из-за неудачного выбора «постоянной интегрирования». 

П р е д л о ж е н и е 5. Коциклы Uj^ являются препятствиями к исправ­
лению коцепей с̂  до коциклов: коцепь Ъ^ {g^, . , ,, gj^), не зависяи^ая от связ­
ности А, и такая, что 

д (Cfe + 6,̂ ) = О (mod dQ), (25) 
найдется в том и только в том случае, когда коцикл а]^^^ когомологичен нулю^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , д (cj^ -\- bj^) = О (mod dQ) тогда и только 
тогда, когда aj^+i = —dbĵ  (mod dQ). Ц 

Ниже мы покажем, как для тривиальных расслоений построить добавки 
b-k на калибровочной группе G (Р) = G^. 

Легко исследовать зависимость коцепей а̂ ., Cj^ от «затравочной» связно­
сти В. 

П р е д л о ж е н и е 6. бв«л: и ^в с^ — точные коцепи mod dQ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы вариации (23) имеем, например, 

iK^B(ik=d \ Ц д а Ф + 5 S J V ) ^ ' (26) 

где векторное поле г| {X) на симплексе А/.̂  определяется равенством 
т] {X){v) = S ^ i (gi'X), V = ^at (gi-B) e Afe. Формула для бвс^ совер-

г 
шенно аналогична. 

С л е д с т в и е . Коциклы а̂  (В) и aj^{B') когомологичны, 

4. Коциклы на алгебре Ли 
инфинитезимальных автоморфизмов ai i Р 

Для получения инфинитезимальных аналогов коьепей aj^ и с^. следует 
перейти к коцепям а-^ и с/̂ , исключив одну групповую еременпую согласно 
(15), и затем продифференцировать вдоль векторных нолей Z^, . . ., Х^ ^ 
е aut Р. В результате получим следующие кососимметрические формы на 
алгебре aut Р: 

а, (Xi, . . ., X,) ^ Ф (FB. . . ., FB. Х , . 5 , . . ., Хк'В) (27) 
и 

1 

S,(^; ^ ь . • •, X,)^ldtt\(Ft,. . ., FtA(B~A), Хг-В,. . ., Х.-В), (28) 
О 

где JF/ — кривизна связности (1 — )̂ Л + Ш, а Z - 5 обозначает производ­
ную Ли связности В вдоль векторного поля X ^ aut Р. 

Дифференцируя равенства (21), получим 
daj^ = —da^+i, 5?fe = й?ш — aj,+i, (29) 

где д — дифференциал в пространстве форм на алгебре Ли aut Р. 
Если «затравочная» связность В плоская, Рв = О, то а̂ . = О при к < 

< i V и 
aN {X,, . . ,, Хг,) = ц> (Х^'В, . . ., Z i v 5 ) , (30) 

так что а^ = dy, где 
у (Z„ . , ., XN) = S ( - 1 Г Ф (^м ^ 1 - 5 , . . ., ХТ^В, . . ., Хг,'В). (31) 

Поэтому выполнены соотношения 
dtn = c Z U b / c < i V - l , (32) 

dtN^i = —dy. 
Таким образом, справедливо 

П р е д л о ж е н и е ? . Если связность В плоская, то формулы (28) и (31) 
задают коциклы на алгебре aut Р, 

Коцикл т является обобщением известных коциклов Маурера — Кар-
тана и Вирасоро. 

Расслоение называется плоским, если в нем существует плоская связ­
ность. Для произвольной связности В имеет место 
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П р е д л о ж е н и е 8. Если расслоение Р плоское^ то формы ос^^ точны 
mod dQ, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначение Q]^ (Х^, . . ., Х^) = 
= 1Хг'В • . . ^ХувФк+1' Дифференцируя формулу для вариации (26), получим 
^в^к — dQj^ + dQji-i, Пусть BQ — плоская связность в расслоении Р. 

Поскольку a/j. (BQ) = О при к <С N, выводим отсюда 
J3 в 

^k = d ]^Qk^-d\ Q^-ъ 
BQ В О 

При к = N добавляется слагаемое а^ (BQ) = dy (30). 
С л е д с т в и е . Если BQ — плоская связность, то формы 

в 
lk = Zk+lQk 

Во 

являются коциклами mod dQ на алгебре aut Р. 

5. Бикомплекс на группе G и исправление коцепей с^ 

Предположим, что расслоение Р тривиально и пусть В — нулевая связ­
ность относительно тривиализации Р = М х G, При этих условиях мы по­
строим последовательность «постоянных интегрирования» bj^ (см. (25)) на 
калибровочной группе G^ CZ Aut Р , дополняющих коцепи Cj^ до коциклов и 
обладающих свойством локальности. Функционалы bj^ будут иметь разры­
вы, поскольку, вообще говоря, коциклы Uj^ не когомологичны нулю. В ре­
зультате С]^ = С]^ + Ь]^ будут локальными, но разрывными коциклами на 
группе G^. 

Пусть G^ = G X . . . X G (к раз), i^,: G^+i -> G — проекция l^ (g^, . . . 
, . ,, gj^) = gp. Обозначим (0 форму Маурера — Картана на G и пусть (Ор = 
= (Jp)*(o. Пусть А;̂  — стандартный симплекс в R'̂ +̂i. Для t = (tQ, . . ., fp) S 

к 
бЕ A/,'ПОЛОЖИМ со(^)= V р̂СОр, f (t) = Dco{t)-]- — [о)(0»^(0]» где D = 

ре=0 

= d + 8 — дифференциал на G^+^x А;̂ . Пусть О (G ^^)G — пространство ба­
зисных форм относительно диагонального действия G. Определим форму 
а̂ . (^ й (G^'+I)G, положив 

а.= S Ф(Г(0) . (33) 
^к 

Пусть go, ' • ', gk^ G^- Тогда форма а^ (g^, . . ., ĝ )̂ = (^о, . . ., gj,)^aj, сов­
падает с коциклом (17). 

Зададим отображение ЯрГ G^^^ —> G^' формулой Лр {g^, . , ,, g^) = (go, . . . 
. . ., Ip, . . ., gj^). Определим кограничный оператор д: Q (G^) —> Q (G^^^), по­
лагая да = ^ (—1)^ (^р)*^» очевидно, д^ = 0. Исходя из основной системы 

р 
уравнений типа (18) для исправленных коциклов С^, дС^ = dCj^+i, С^ = 
= Cj^ -\- Ь^, рассмотрим универсальную систему уравнений для форм Ь;̂  G 
^П {G^^^)G 

db;,+i = 5b;, —а;,+1. (34) 
Здесь d •— стандартный внешний дифференциал на группе G^+2. Имеем dd = 
= dd. 

П р е д л о ж е н и е 9. (i) Система (34) локально разрешима: если по­
строены формы bj, . . ., Ь/Р, то форма дЪ^^ — а/,, -fi замкнута. 

(ii) Пусть bj^, b/f — два набора решений рекуррентной системы (34). 
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Тогда найдутся такие формы рт^ ^ Q (С +̂1)о, что 
bfe — bfr = dpj,-i + dpj,, (35) 

Таким образом, неоднозначность в выборе первообразных вымирает через 
два шага. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Предположим, что Ъ^, . . ., \ удовлетво­
ряют (34). Имеем d {дЬ^ — a^+i) = ddh^ — ddi^^i = —^а^ — ̂ a^+i = О в 
силу соотношений (18) для форм а̂ .̂ (ii) Действуя по индукции, получим из 
(34) d {bji+i — bfe+i) = д (hji — Ь\). Поскольку для \ — Ь̂  верно (35), име­
ем d (bfe+i — b̂ :+i) = d дрт,, откуда b^+i — bfĉ l = др^ + dĵ ^̂ +i. 

Заметим, что цепочка уравнений (34) имеет длину 2N, N = deg Ф, 
в то время как функционалы ат^ исчезают при к^ N. Таким образом, 
при к ^ N формы bj^ являются коциклами (с особенностями) на группе 
G'̂ +i mod dQ (G'̂ +i). 

П р е д л о ж е н и е 10. Пусть go, . * ., gjc ^ G^- Положим b^ {g^, . . . 
• • •, f̂c) == teo, • • •, 7̂c)* bfe. Тогда C^ = Cj, + bj, — коцикл на группе 
G^ mod dQ (M). 

Интегрируя формы C^^ no многообразию M (при этом 2N — к — 1 = 
= dim М), получаем «настоящие» коциклы на калибровочной группе G^. 

6. Примеры 

Для иллюстрации выпишем здесь простейшие коциклы, связанные со 
вторым классом Черна расслоения. Пусть G — U (п), ф {F) == Хт F /\ F. 
Коциклы С, а на группеG^ удобно выписывать, пользуясь реализацией (12) 
комплекса на группе. Имеем 

Co{A) = Xv{F /\A)-\t^^A/\A/\A), (36) 

Ci{A,g) = iv{A/\Agg-^). 

Пусть со — форма Маурера—Картана на G. Из формулы (33) получим, ис-
ключая одну переменную согласно (15) a i ( ^ ) = у tr (со Д со Д со), ag (gi, ^2) = 
= tr (cOj Д Ad g2^2)- Решая уравнения (34), зафиксируем первообразную 
bjL формы а̂  на G и первообразную Ь^ формы дЬ^ — ag на G X G. В результа­
те получим коциклы С^ и ̂ 2 на калибровочной группе G^, которые можно за­
писать следующим образом. Пусть dim Mg = 2, М^ = dNz. Продолжим ка­
либровочное преобразование g с М^ на iVs. Тогда 

\ Сг {А, g)=^tv {А А dg g-^) + 4 - S ^̂  (̂ ^ ̂ '' Л dg g^'A dg Г^)-

Пусть dim М^ == 1, М^ = dNz- Продолжим калибровочные преобразования 
^1, ^2 с Ml на Л̂ 2- Тогда 

S Ь2 {gi, g2) = S {дЬг- а^) = S tr (dgi^r' Д g;4g2) + (^i)*bi+ (^2)*bi-(^i^2)*bi. 
M N N2 

Соответствующие коциклы на алгебре Ли задаются формулами 

Cf ̂  {А, X) = $ tr (Л Л X), Cf' {X, У) = 5 tr (X Л dY). 
Мг Ml 

Таким образом, коцикл &2— это «проинтегрированный» коцикл Мауре­
ра—Картана на алгебре токов. 
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П р и м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е . Бикомплекс базисных форм на груп­
пах G^, определенный в п. 5, совпадает с бикомплексом Де Рама для полусимплициаль* 
ной модели классифицирующего пространства BG группы G (см., например, Dupont J, 
Curvature and characteristic classes.— Lect. Notes in Math., 1978, 640). Тем самым его ко-
гомологии посредством гомоморфизма Вейля отождествляются с алгеброй инвариантных 
полиномов на <^: класс когомологий, отвечающий инвариантному полиному ф, представ­
ляется формой а (ф) = 2a/j., где формы а^ определены в (33). Этот же класс когомологий 
определяет препятствие к решению системы (34), которая может быть записана в виде 
ПЪ == а (ф), Ь = 2Ь/^, D ~ полный дифференциал в бикомплексе. Если класс, отвечаю­
щий полиному ф, целочисленный, то это уравнение разрешимо в коцепях mod Z. Это за­
мечание важно в связи с задачей о построении коциклов на G^ с коэффициентами в R/Z. 
Пользуясь случаем, авторы благодарят О. Я. Виро и Н. В. Иванова за обсуждение то­
пологических вопросов и указание на работу Дюпона. 
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