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Труды Математического института АН СССР 
1976, том 142 

Л. А. ТАХТАДЖЯН, Л. Д. ФАДДЕЕВ 

ГАМИЛЬТОНОВА СИСТЕМА, СВЯЗАННАЯ 
С УРАВНЕНИЕМ u^-\-sm u=0 

Упомянутое в названии гиперболическое нелинейное уравнение встре­
чается во многих областях математики и математической физики, начиная 
от теории поверхностей постоянной отрицательной кривизны [1], до кван­
товой теории поля [2, 3]. Для его записи используют как характеристи­
ческие (светоподобные) переменные £, т], так и обычные пространственно-
временные переменные 

x = î— ÎJ, t = b-\-T\. 
Начальные задачи 

Щп + sin и = О, и Ц = и (6), (А) 
lim и (Е) = 0 (mod 2тг) 

и 
ии — ихх + sin w = 0, и |/=0 = и (х), щ \г=0 = и0 (х), 

lim u(;r) = 0(mod27T), dim гг0(я) = 0 (B) 
\х |->со |а; J->co 

будем называть задачами 4 и S соответственно. В последнее время метод 
обратной задачи был развит для случая А в [4, 5] и для случая В в [6, 7]. 
В случае А вспомогательная спектральная задача выглядит проще. В то же 
время чаще находит приложение задача В. В [8] были показаны гамильто-
новость и полная интегрируемость задачи В и вычислены соответствующие 
переменные типа действие — угол. Эти результаты нашли приложение 
в квантовой теории поля. 

В [6] мы вместе с В. Е. Захаровым утверждали, что задача В является 
несколько более общей, чем задача А, В то же время в [4] были приведены 
аргументы, недавно детализированные в [9], в пользу эквивалентности за­
дач А и В. Более тщательное исследование, проведенное нами сейчас, по­
казало, что аргументы, которые мы использовали в [6], утверждая различие 
задач А и В, не имеют силы. 

В настоящей работе мы укажем классы решений для задач А и В, в рам­
ках которых эти задачи эквивалентны. Затем мы объясним, в каком смысле 
задача А является гамильтоновой. Мы закончим статью описанием канони­
ческого преобразования задачи А к переменным действие—угол. С тем 
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чтобы удержать статью в разумных пределах, мы не будем проводить под­
робных доказательств сделанных утверждений. 

Авторы выражают благодарность Д. Каупу за предоставленную им воз­
можность ознакомиться с препринтом [9], который стимулировал наше воз­
вращение к этой теме, и С. В. Манакову за ценные обсуждения. 

1. Эквивалентность задач А и В 

Мы начнем с того, что напомним основные формулы, которые использу­
ются при формулировке метода обратной задачи для случая А (см. [4, 5]). 
Вспомогательная линейная спектральная задача задается оператором 

d . . О и>(6) 
w (6) О (1) 

Вещественно-значная функция w ( I) предполагается функцией типа 
Шварца. Пусть Е ( %, X) 

—ie'*x ie-'* Е{%, X): (2) 

— фундаментальная матрица уравнения 

0 —1 
1 О 

dE$,\) 
dt 

= X£(É, X). 

Матрицы — решения Йоста F (%, X) и G(l, X) уравнения 

определяются при вещественных X граничными условиями 

F(l X) = #(S, X)+ 0(1) при l ^ o o , 

G (S, \) = Е{1, X) 4-о(1) при 6-».— со. 

Эти решения связаны друг с другом матрицей перехода Г(Х): 

F& X) = G(6, Х)Г(Х), 
которая имеет вид 

Г(Х) = 
а (К) 
Ь(Х) 

-Ь(Х) 
а(Х) 

где 
|a(X)p4-|o(X)|2 = l , o(X) = o(-X), Ь(Х) = - 6 ( - Х ) . 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Функция Ъ (X) является функцией типа Шварца, а функция а (X) анали­
тически продолжается в верхнюю полуплоскость переменной X и имеет там 
асимптотику 

а(Х) = 1 + 0 ( - щ ) ПРИ 1 Ч ^ ° ° - (8) 

Мы считаем, что функция а (X) не имеет вещественных нулей (тогда она 
имеет конечное число нулей в верхней полуплоскости) и все ее нули одно­
кратны; они располагаются симметрично относительно мнимой оси. Если 
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a (^j)=0, то уравнение (3) имеет столбец-решение ^¥j(î) с граничными усло­
виями 

Ty(5) = e-*^(l+o(l))(j 

Wy(e) = 6 T V % ( l + o ( l ) ) ( 4
l 

/ = 1, . . . . iV. 

Коэффициенты fry обладают свойством 
bj = —ßy,, 

при £ -

при % -> oo, 

0 0 , 

(9) 

(10) 

если нули Су,Су лежат симметрично относительно мнимой оси. Отметим, что 
в силу перечисленных выше свойств функция а (X) определяется по функ­
ции Ъ (X) и числам Су, / = 1 , . • ., N. 

Совокупность величин (а (X), & (X); Су, &у, 7 = 1, . . -, N) с указанными 
свойствами называется данными рассеяния для оператора L. Потенциал 
w ( £) однозначно определяется данными рассеяния. Соответствующее урав­
нение Гельфанда—Левитана—Марченко выглядит следующим образом: 

К(Ъ SO + Ф (6 Ч- S') + S К^ а ) ф ( а + 2')<*а = 0 

при £' ̂  6, где 
и>(е)=-Н**(б. 9 - ^ ( 6 , Ê» 

фЮ=4- ]>(х> —<г'*х о 
О е-'*х dX +2™, 

y = i О 
0 

e-'i:J 

(12) 

. (13) 

Ь(\) h Здесь г(Х) = — -̂р и Wy = — — ; точка означает дифференцирование по X. 
Исследование интегрального уравнения (11) по методу В. А. Марченко 

(см. [10, 11 ]) позволяет доказать следующее утверждение. 
П р е д л о ж е н и е I. Функция w (£), построенная при решении обрат 

ной задачи, является функцией типа Шварца тогда и только тогда, если та­
ковой была Ъ (X). 

Связь описанной спектральной задачи и задачи А состоит в следующем 
Будем считать, что производная начального данного и^ ( Е) — функция типа 
Шварца, а само и ( £) удовлетворяет условию^целочисленности 

lim гг(?) = 0, lim и(£) = 2тт, n^Z 

(это условие не умаляет общности). 
Рассмотрим вспомогательную спектральную задачу с потенциалом 

"G) = T-3Ftt(6). и® = 2 \w(V)W; (14) 

пусть Ъ (X) — соответствующий коэффициент перехода. Имеет место 
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П р е д л о ж е н и е II. Задача А однозначно разрешима, и условия, 
наложенные на начальные данные, инвариантны относительно сдвига по У\ 
тогда и только тогда, когда Ъ (X) исчезает при 1=0 вместе со всеми производ­
ными. 

Предположим, что Ъ (X) такая, как в предложении II, и и (£, т|) —соответ­
ствующее решение задачи А. Мы можем построить данные рассеяния для 
оператора L с потенциалом 

при каждом г]. Справедливо следующее утверждение. 
П р е д л о ж е н и е III. Для данных рассеяния (а (X, т]), Ъ (X, ?]); 

Су(т|), fey(iq), / = !> • • •> ̂ С*!)) имеют место формулы: 

а(Х, т)) = а(Х)/ Ь(Х, î)) = exp(—-^)ft(X), 

/V(7])=/V, Су(т]) = Су, 6у(ч) = ехр(—^-)б у > (15) 

/ = 1, . . . , /V. 

Формальное доказательство предложений II и III (без обсуждения до­
пустимых классов функций и (£) и Ъ (X)) дано в [4] и [5] методом Крускала— 
Лакса (см. литературу в [11]). Заметим теперь, что функция 

Ъ{\, ,|) = exp(--g-)6(X) 

будет при каждом г\ функцией типа Шварца тогда и только тогда, когда Ъ (X) 
удовлетворяет условию предложения II. Будем теперь считать, что это ус­
ловие выполнено. Из уравнения (11) следует, что если данные рассеяния 
удовлетворяют (15), то решение Йоста F (£, X; -q) уравнения (3) с коэффици­
ентом w ( £, т]) удовлетворяет уравнению 

/ ^ (S, X; 7]) = -L- [H (Î, 7J) F (S, X; т)) - iJF (S, X; TJ) / ] , (16) 

где 
I l 4 
|о 

0 
—1 ' 7 = 

0 
1 

—1 
0 , н= 

\éu 0 1 
0 е-*'и J 

(см. [4, 5]). Уравнение 
щт - j - sin & = 0 

следует из условия совместности систем (3) и (16). Это наблюдение (ср. [12]) 
вместе с сформулированным выше предложением I составляет основу до­
казательства предложений II и III. Другой вариант доказательства утвер­
ждений II и III может быть основан на гамильтоновой формулировке за­
дачи А, которую мы опишем в разделах 2 и 3. 

Свойства функции Ъ (X) из предложения II могут быть переформулиро­
ваны в терминах начального данного и (£), но они выглядят довольно гро­
моздко. Выпишем первые два соотношения из бесконечной серии 

оо оэ £ 

j sin в (Ç)dÊ = 0, j cos в (6) j sin в (£') dVfö = 0. 
— 00 — 0 0 —00 

17 Тр. Математического ин-та, т. CXLII 257' 



Общий метод вывода этих соотношений состоит в следующем: перенося 
sinu в правую часть, мы дифференцируем уравнение А по т], исключаем 
в правой части производные по т], используя уравнение А, и замечаем, что 
левая часть есть полная производная по Ê от быстро убывающей функции. 
Отметим еще, что аналогичное утверждение для линейного уравнения 
Клейна—Гордона 

^ + в = 0 
упрощается и сводится к исчезновению моментов функции и ( £) 

00 

f pa(6)dS=0, n = 0, 1, . . . 

На основании интегрального уравнения (11) мы можем исследовать по­
ведение решения и (£, г\) при Е2+*]2 -> оо в произвольном пространственно-
подобном направлении \-т\ < 0. Имеет место 

П р е д л о ж е н и е IV. Пусть Ъ (X) такая, как в предложении II. 
Тогда функция и^ ( £, ?]) вместе со всеми производными по Е быстро убывает 
в любом пространственно-подобном направлении £=—arj, a ^> 0. Функция 
и, (г\, £) вместе со всеми производными по £ также быстро убывает при 
каждом г\ и I -> оо, причем соответствующие оценки равномерны по г\ в об­
ласти £т| < 0. 

В основе доказательства лежит наблюдение, что при указанных U т, 
в интегральном уравнении (11), в котором зависимость данных рассеяния 
от г] определяется формулами (15) из предложения III, свободный член и ядро 
быстро убывают в пространственно-подобных направлениях. 

Обратимся теперь к задаче В. Вспомогательная линейная спектральная 
задача задается уравнением (см. [6]) 

/ « W + AW+*HV = W, 
где 

А — -

16Х (17) 

О v 
v О v = ux + u0. 

Данные рассеяния определяются аналогично случаю А (см. [6] и [8]) с тем 
отличием, что функция ехр(г?Х) заменяется на функцию expufX— "JTU")^)-

Приведем некоторые формулы. Пусть 

_ i e x p ( i ( x — j j j - ) * ) iexp(-i(\—±.)x) 

ехр(* (х - ж)х) е х р Н (х —ж)х) 
Е(х, Х) = 

— фундаментальная матрица уравнения 

J-±E{z, l) = (i—^-)E(x,l). 

Аналогичным образом при вещественных Х=̂=0 определяются матричные ре­
шения Йоста уравнения (17) F (х, X) и G (х, X) и соответствующие коэффици­
енты перехода а (X) и Ъ (X). Они обладают в точности такими же свойствами, 
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как а (X) и Ъ (X). Коэффициенты Ьр связанные с нулями Су функции ä (X), 
определяются аналогично. Справедливо следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е V. Функции их (х) и щ (х) являются функциями 
типа Шварца, а и (х) удовлетворяет условию целочисленности 

lim и (х) = 0 (mod 2тг) 

тогда и только тогда, если Ъ (X) является функцией типа Шварца и при Х = 0 
исчезает со всеми производными. 

Доказательство этого предложения проводится по схеме Марченко при 
помощи интегрального уравнения обратной задачи, приведенного в [6] и [8]. 

Используя это интегральное уравнение и вспомогательную линейную 
эволюционную задачу, для случая В можно доказать 

П р е д л о ж е н и е VI. При условии предложения V задача В одно­
значно разрешима и эволюция соответствующих данных рассеяния зада­
ется формулами: 

а(Х, t) = ä(\)y 6(Х, £) = ехр(—2i(\-

bj{t) = exp \—2i \Xj -

.,N. 

(18) 

При этом функ ции их (х, t), ut (a-, t) являются функциями типа Шварца на все-
пространственно-подобных линиях. 

Отметим, что доказательство двух первых утверждений предложения VI 
может быть также основано на гамильтоновой формулировке задачи В, 
проведенной в 181. 

Таким образом, мы определили классы решений для задач А и В. Спрах 
ведливо следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е VII . В указанных классах задачи А и В эквива­
лентны. Связь соответствующих данных рассеяния дается формулами: 

ä(k) = a (2X), 5(Х) = Ь(2Х), С, = 2С,, 

fî = N, / = 1 , ...,N. Uj — "P 

Это утверждение впервые отмечено М. Абловитцем и др. в [4]. Получен­
ные нами свойства классов решений задач А и В позволяют его доказать 
на основе следующих соображений. Рассмотрим систему уравнений (3) 
и (16) для матрицы F ( £, X; т\) и систему для F (х, X; t), состоящую из уравне­
ния (17) и 

j ÈÏ- + AF KHF = IF 
J lex 

dt 
- • ( 

* + ±А'П 16W 
(20) 

которое следует из формализма метода обратной задачи и формул (18). 
После замены 

О ехр 

О 

Hx+i)< 
expfô) 

о ехр 

О 

17* 259 



одна система переходит в другую. Можно теперь доказать на основании 
свойств коэффициентов и (х, t) и ut (х, t) из указанного класса, что асимпто­
тики 

F (х, X; t) = Ê(x, Х)-|-о(1) при #->оо, £ = const, 

F (x, X; t)=zË(x, %)Т(%, /) —(— о (1) при х->—оо, £ = const, 

справедливы вдоль произвольных пространственно-подобных направлений 
вплоть до светоподобных. Из этого следует совпадение решений F (х, X; t) 
и F (£, X; т]) при указанной замене и, в частности, предложение VII. 

2. Гамильтонова структура задачи А 

Роль канонических переменных задачи В играют начальные данные 
и (х), и0 (х). Соответствующий гамильтониан Р0 и симплектическая форма 
Q записываются в виде 

Р°= \ ( т а х + уио + 1 — cosujdx, 
—с» 

00 

Q = \ Ьа0 (х) Д Ьи (х) dx 

(21) 

и гамильтоновы уравнения движения — 
Щ = {Р0, и}=\^ = и0, 

ЬР 
и<н = {Р<>, ^ о } = ЙГ = И«Р—sin». 

Полный импульс 
со 

Р1= \ uxu0dx (22) 
—со 

играет роль генератора сдвига координаты х: 
_ ЬРг _ ЬРг 

и* — Ьи0 ' иох — Ьи • 

Запаздывающее время 

имеет своим генератором Р_ = Р0 — Pv так как — = — —-. Мы покажем, 
что величина Р_ и форма Q могут быть записаны в терминах решения и и его 
дифференциала — вариации Ьи на прямой TJ=-0. Для вычисления Р_ рассмо­
трим форму 

<о = М(х, t)dx-\-N(x, t)dt, 
где 

M=±-(ut — ux)2 + l — cosuy N = — ^{ut—ux)2-\-l cos и. 

Эта форма замкнута, что является следствием закона сохранения энергии и 
импульса в дифференциальной форме. Проинтегрируем со по границе треуголь-
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ника на плоскости (х, t) с вершинами в точках (0, 0), (2а, 0 и (а, а). 
Мы получим тождество 
2« 

\ ("Г (и* — и*)2 + ! — cos и) [=0
dx + J (и* — » J2 U/-2« dYl — 

О —а 

- 2 j ( l - c o s H ) U _ 0 ^ = 0. (23) 
о 

Мы используем естественные локальные координаты х, т\ и £ на соответ­
ствующих сторонах треугольника. Аналогичное равенство с заменой а на —а 
получаем при интегрировании вокруг треугольника, симметричного отно­
сительно точки (0, 0). Сложим эти два равенства и устремим а к оо. Вклад 
от второго слагаемого в (23) исчезает на основании предложения IV из раз­
дела 1, первый интеграл дает в пределе Р_, и в результате мы получаем со­
отношение 

00 

Р_ = 2 j (1—cos«(É, 0))dÇ. (24) 
— O D 

Аналогичную выкладку можно провести для выражения формы Q. Для 
этого заметим, что замкнута форма 

где 
М1 = but (х, t) Л &* (х, t), Nf = Ьих (х, t) Л 8и (х, *), 

что является следствием уравнения 

butt — Ьихх ~\- cos и • Ьи = О 
для дифференциала — вариации Ьи. Интегрируя о/ по указанному выше 
контуру, получаем 

СО 0 0 

Q= S Ч Л &* U ^ = J Ч Л 8« 1̂ о «• (25) 
— 00 —00 

Отметим важное отличие выражений для формы Q через начальные дан­
ные задач А и В. Второе выражение состоит из двух функций but и Ьи 
на оси —оо <^х < оо, а первое — только из одной функции Ьи (£), 
— оо < £ < оо, так как производная &wç не является независимой функцией 
на прямой 7j=0. Эта особенность находит отражение и в выражении для ско­
бок Пуассона, порожденных формой Q, 

{щ(х), u{xf)} = b(x — x'), {ut(x), ut(x')}=0, 
{и{х), и{х')} = 0 ( } 

{a(6),B(so} = je(e-e' ) , 

где Ь(х) — 8-функция Дирака, а -т-е(£ — £')> гДе 

m 1 '• | > 0 ' 
ко 
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— явно антисимметричное ядро оператора, обратного к 2 - , Нетрудно убе-
диться, что уравнение Гамильтона 

ич = Т\Д) ^ ( 2 7 ) 

совпадает с дифференциальным уравнением задачи А. 
Переменные действие — угол для задачи В были выражены в [8] через 

данные рассеяния для системы (17). Из предложения VII и вычисленной нами 
новой параметризации формы Q следует, что эти же переменные являются 
переменными типа действие — угол для задачи А. Имея в виду, что форма­
лизм обратной задачи для случая А выглядит проще, естественно посмотреть, 
как выглядит вычисление переменных действие — угол непосредственно 
в формализме задачи А. Соответствующие вычисления кратко проведены 
в следующем разделе. 

3. О переменных типа действие — угол 

Начнем с выражения симплектической формы Q через данные рассея­
ния системы (3). Для этого надо выразить вариацию. В^(£) коэффициента 
и ( £) через вариацию данных рассеяния. Приведем альтернативный к [8, 13] 
метод такого вычисления. Пусть Г^ (a, ß) — резольвента уравнения Гель-
фанда—Левитана—Марченко, т. е. решение уравнения 

Г6(а, ß) + d>(a + ß ) + J ф(а + Т )Г $ ( Т , ß)dT = 0. (28) 
—со 

Из сравнения уравнений (11) и (28) и симметрии ядра Ф (a —j— ß) следует, что 

Гс(6', S) —*'(*> S')- (29) 

При помощи резольвенты мы можем записать выражение для вариации 
ЬК (£, I') ядра К (?, Е;), удовлетворяющей уравнению 

ЪК(1, g')-f 80(È-f-g')-f J K(l a)8®(a + Ê ' ) d a + J ЬК (Ê, а)Ф ( а + 6') da = 0 
—со —со 

следующим образом: 

ЪК% 6') = —8 ф(6 + 6')— S К& a)80(a + S')da — 
—со 

— j 8Ф (È + a) Г£ (a, g') da— j \ К (É, a) 8Ф (a + ß) Г$ (ß, I') dßda. (30) 
—со —со —оэ 

Здесь 

—со ^ ' j=l >> ' 

С другой стороны, известно, что матричная функция К (I, £') является 
ядром оператора преобразования для решения Йоста G(S, X), т. е. имеет 
место представление 

G (g, x) = 2?(6, x ) + S ^ (6, б О ^ ^ Д ) « ' . (31) 
— со 
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Кроме того, для решения W. (I) справедлива формула 

W. (Е) = е~*'Ч ( 1\ + J К (I, ?') <г*Ч (* ) d£', (32) 

7=1.°°—, iV. 

С помощью формул (29)—(32) получаем следующее выражение для ЬК(£, Î): 

где G2(E, Х) = tt —второй столбец матрицы G(E, X), который анали-

тически продолжается в верхнюю полуплоскость и совпадает с Wj (£) при 
X = Ç.. Таким образом, выражение для вариации Ьщ (£) имеет вид 

—00 j=l 

Здесь 
/(S, X) = g»(S, X)-gf(6, X), /,(6) = Ф5,(5)-ЧГЬ©-

Для Sa (I) получаем 
oo N 

8«(5)=i ! *& )̂̂ (X)dX + 2 j 2 ( ? y © 4 + TOA-^^)' 
—oo . / = 1 

где 
Tç(6, X) = /(Ê, X), ?л(6) = /у(5), / = 1, . . . , ЛГ. 

Из дифференциального уравнения (3) следует, что 

ср(|, Х) = 1 ? 1 ( | , X)ft(S, X), 

Подставляя теперь найденные формулы для Ьи^ (I) и 8ц (Е) в выражение (25) 
формы Q, получаем 

00 00 дт 00 

2 = J J Л(Х, t08r(X)A8r(ji)dXdn + ! ; J Ду(Х)8г(Х)Л8та/Л + 
—00 —00 ^ —00 

+ i Ï С,(Х)8г(Х)Л§^Х+ S Ог/Ьп,А*пц + 
> = 1 - с о '• > = 1 

J, . 7=1 ' , . 7=1 

где мы выпишем выражение только для коэффициента 
00 

Л(Х, jx) = 2^ S ^ ' Х>'<5' rt-T(6, P)/(6, X))Ä, (34) 
— 00 

так как этого достаточно для наших целей. 
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Подынтегральное выражение в (34) преобразуем следующим образом: 

Т(6. Х)/(Е. rt-?(6. р)/(Е. X) = ( f t С ' ^ * ( S ' Ч - * ( g ' У 2 « ' X))gag, X)g2(g, ,») + 

+^tt,^«,rt__ f t«.rtf.№.X)^ i (6> X ) f t ( 6 f ^ 

Введем обозначения: 

{W(5, X), T(6, p ) ) 1 = * ' « • X)*« «-«*>- ^ « . r t y . № . M 

При условии, что \F(S, X) при всех X является решением уравнения (3), по­
лучим соотношения 

1{ЧГ(6, X), *(?, ^ = ( 1 - ^ ) ^ ( 5 , Х ) З Д ,,), 

A { f (I, X), ЧГ (S, |*)}а = ( } - £ ) В Д X)W2(|, fx). 

Таким образом, мы приходим к следующему выражению для коэффи­
циента А (X, р,): 

со 

Л(Х, ix) = ( A _ £ ) - X J ^ { |({G2(S, X), Ga(g, ^ { 6 , ( 6 , X),Ga(Ç, ц)}2)^. 
—со 

Начиная с этого места вычисления становятся полностью идентичны 
соответствующим вычислениям в [8], и мы не будем их проводить. Приве­
дем окончательный результат: 

со 

Q = ê \ -Ц^8г(-Х)Л§г(Х)ЙХ + 
—со 

со со 

+ ^ j ^мх) а ым-х)м- . ) 5 г ( Х ) Л 5 г ( ! х ) ^ + 
—со —со 

N со N 

+ 22 Î £§^Ч)Л«/& + .2 ЕА*/Л«,+ 
У = 1 —оо ^ / , J=l J 

N 

+2^^л8те" (35) 

где мы должны учитывать, что входящие в полученное выражение величины 
не независимы, а подчиняются соотношениям а(к) = а (—X), Ъ (X) = —Ь (—X), 
г(Х) = — г(—X) и Су = —Cy==fccy, х у > 0 , mJ = —mJ при 7 = 1» • •-, ^ и 
CWl+A: = — CWl+*+i = XÄ, Im XÄ, Re XÄ > 0, mtll+k = —mni+k+1 при к = 1, . . . , rc2 

и га1-|-2и2 = Лг. 
Эта формула совпадает с соответствующей формулой работы [8], если 

в последней положить у = 1. пОтметим, что выражение (35) не меняется 
при замене а (к) на а(2Х), Ь(Х) на &(2Х),. г (X) на г (2Х), Ç. на 2Су и т . на 
-х-т., / = 1, . . . , iV, что, конечно, согласуется с предложением VII. На этом 
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мы закончим иллюстрацию к вычислению переменных действие—угол. Можно 
сказать, что формализм задачи А не приводит к существенному упрощению 
по сравнению с работой [8]. 

Приведем выражения для канонических переменных типа действие—угол: 

P(x) = - â l n l a W I ' ?W = -arg&(X), X>0; 
7?y = l nx y , qj = 8\n\bj\9 / = = 1 , . . . , 7^; 

a / = 4 1 n | X l | , ß / = 41n |b W l + / | , 

6 / = argX / , <р/ = — 1 6 a r g b „ l + / , Z = l , . . ., п2, 

через которые форма Q выражается следующим образом: 
со 

Q = j d9 (К) ;Д Лр (X) dl + S 8 ^ Л *î/ + 2 (8а/ Л »ß, + §9/ Л 8?/). 

В работе [5] уже было приведено выражение для гамильтониана Р_ через 
данные рассеяния. В канонических переменных Р_ принимает вид 

О j=l J 1=1 

В этих переменных гамильтоновы уравнения тривиально решаются, 
и их решение дается формулами (18). Что касается законов сохранения 
в случае А, то, как теперь хорошо известно, они возникают в результате 
сравнения двух асимптотических разложений функции Ina (X) как при 
|Х| -> со, так и при X -> 0, ImX > 0 (в последнем случае возможность такого 
разложения по положительным степеням X гарантируется условием из пред­
ложения II для функции Ь(Х)). В частности, гамильтониан Р_ возникает как 
коэффициент при первой степени X в последнем разложении. Для задачи 
А вторая серия законов сохранения была указана в [5], а для задачи В — 
в [8]. 

Мы считаем, что приведенных вычислений и рассуждений достаточно 
для описания полной интегрируемости гамильтоновой динамической си­
стемы, связанной с уравнением 

щ -|- sin и = О 

в терминах его естественной параметризации. 
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