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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ И ИНФРАКРАСНЫЕ 
РАСХОДИМОСТИ В КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

П. П. Кулиш, Л. Д. Фаддеев 
Предложено определение ^-матрицы для релятивистской теории взаи­

модействия заряженных частиц, свободное от инфракрасных расходимо-
стей. Для этого модифицировано асимптотическое условие и введено новое 
пространство асимптотических состояний. Это пространство отлично от 
пространства Фока, но сепарабельно, релятивистски и градиентно инвари­
антно. Оператор массы не имеет ненулевых дискретных собственных зна­
чений. 

В настоящей статье мы обсуждаем особенности задачи рассеяния в ре­
лятивистской квантовой теории взаимодействующих заряженных частиц и 
фотонов. Основным результатом является описание пространства асимпто­
тических состояний для такой системы и определение оператора рассеяния, 
свободное от инфракрасных расходимостей. *) 

Инфракрасная катастрофа подробно обсуждалась в литературе, начиная 
с классической работы Блоха и Нордсика 1937 г. [1]. Физические причины 
инфракрасных расходимостей хорошо понятны, и физической проблемы в 
связи с ними не существует. Однако общепринятая формальная трактовка 
инфракрасной катастрофы не является, по нашему мнению, полностью 
удовлетворительной. 

В учебниках по квантовой электродинамике предлагается бороться с 
инфракрасными расходимостями, суммируя вероятности перехода из дан­
ного начального состояния во все конечные состояния, содержащие, помимо 
детектируемых частиц, еще произвольное количество «мягких» фотонов 
(см. [2] ) . Важную роль в оправдании такого подхода играют асимптоти­
ческие формулы для амплитуд рассеяния при стремлении к нулю искусст­
венно введенной массы фотона. В общей форме такие формулы получены 
в работах Иенни и др. [3]. 

Основным объектом описанного классического метода являются сече­
ния, а не матричные элементы, начальные и конечные состояния в нем 
трактуются несимметрично; определение оператора рассеяния вообще 
отсутствует. Возникает естественный вопрос, являются ли эти обстоятель­
ства неизбежными и обусловленными физической сущностью проблемы или 
существует альтернативный подход к инфракрасным особенностям, при 
котором можно определить оператор рассеяния. В настоящей работе мы 

4> Результаты этой статьи кратко были сформулированы в докладе авторов на 
научной сессии ОЯФ АН СССР в мае 1969 г., Ленинград. 
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стоим на второй точке зрения и предлагаем вариант асимптотического усло­
вия, специально приспособленный к релятивистской системе заряженных 
частиц и позволяющий корректно ввести 5-матрицу. 

Отправным пунктом для нас явилась важная работа Чанга [4] . В ней 
угадано, как можно выбрать состояния, содержащие заряженную частицу 
и суперпозицию бесконечного числа фотонов, между которыми конечны и 
отличны от нуля матричные элементы ^-матрицы Фейнмана — Дайсона. 
Предложенное Чангом обобщение конструкции этих состояний на случай 
нескольких заряженных частиц слишком прямолинейно и, в частности, нэ 
учитывает бесконечную кулоновскую фазу. 

Значительное развитие работа Чанга получила в серии работ Киббла 
[5]. Он врел в рассмотрение очень широкое пространство асимптотических 
состояний и показал, что ^-матрица Фейнмана — Дайсона корректно опре­
делена там как унитарный оператор. Пространство Киббла несепарабельно 
и содержит состояния с бесконечным числом мягких фотонов. В нем можно 
выделить сепарабельные подпространства такие, что ^-матрица переводит 
их друг в друга. Не существует, однако, стабильного сепарабельного под­
пространства, которое при этом переходило бы в себя. Последнее обстоя­
тельство связано с бесконечной кулоновской фазой, содержащейся в 
5-матрице. Основу аналитического аппарата Киббла составляют асимпто­
тические формулы для многочастичных функций Грина вблизи поверхно­
сти масс для заряженных частиц 2\ Таким образом, определения Киббла 
основаны на полном решении динамической задачи и поэтому весьма гро­
моздки. 

Наш подход отличается от упомянутых тем, что мы модифицируем не 
только пространство асимптотических состояний, но и само определение 
оператора рассеяния. Это позволяет нам автоматически скомпенсировать 
кулоновскую фазу, а наше пространство асимптотических состояний сепа-
рабельно и не богаче состояниями, чем пространство Фока. Вся процедура 
подсказана нерелятивистской теорией рассеяния на дальнодеиствующем 
потенциале и имеет простую физическую интерпретацию. При проведении 
нашей программы нам не приходится использовать решение полных урав­
нений квантовой электродинамики. В результате без громоздких выкладок 
мы выводим формулы Чанга и получаем их корректное обобщение на слу­
чай произвольного числа заряженных частиц и фотонов в начальном и ко­
нечном состояниях. 

С методической точки зрения основным результатом нашей работы яв­
ляется релятивистски и градиентно инвариантное определение простран­
ства асимптотических состояний заряженных частиц и оператора рассея­
ния. 

В начале статьи мы на примере кулоновского рассеяния объясняем ос­
новную идею нашего подхода. Она заключается в том, что в определении 
волновых операторов в качестве оператора асимптотической динамики сле­
дует использовать не ехр {—iH0t}, а более подходящий оператор Uas(t). 
В основу его выбора кладется естественное физическое условие: волновые 

2> Такие формулы имеют длинную историю. Порождающий функционал для 
функций Грина, точно учитывающий эту асимптотику, получен Е. С. Фрадкиным [6]. 
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пакеты Uas(t)W при больших \t\ должны соответствовать классическому 
движению далеко разведенных заряженных частиц. Конкретный выбор 
оператора C/as(0 для квантовой электродинамики описывается в разделах 
2 и 3. В следующем разделе вводится и обсуждается пространство состоя­
ний, отличное от пространства Фока для заряженных частиц и фотонов. 
В разделе 5 объясняется, почему это пространство естественно использо­
вать в качестве пространства асимптотических состояний, дается оконча­
тельное определение оператора рассеяния и проводится сравнение наших 
результатов с результатами Чанга. 

Авторы выражают благодарность В. Г. Горшкову и В. Н. Попову за 
многочисленные обсуждения проблемы инфракрасных расходимостей. 

1. НЕРЕЛЯТИВИСТСКОЕ КУЛОНОВСКОЕ РАССЕЯНИЕ 

Основную идею нашего подхода можно пояснить на примере рассеяния 
нерелятивистской частицы на потенциале Кулона. Гамильтониан системы 
имеет вид 

где т. — масса частицы, g — произведение зарядов частицы и центра. 
Асимптотика потенциала V(t) в представлении взаимодействия легко под-
считывается, если принять во внимание, что 

*(') = £ * + *, р(*) = р, 

У(*) = ^7Т + 0,Л 

так что при 111 -> оо 
mg 

p\t\ ' ~\t 

Первый член этой асимптотики неинтегрируем по времени в окрестности 
бесконечности, и его вкладом в динамику нельзя пренебречь даже при 
\t\-^oo. Другими словами, асимптотическую динамику описывает не i/0, 
а явно зависящий от времени оператор 3) 

HaB(t) = H0 + vaB(t) = H0-i mg 

p\t\ 

Волновые пакеты ф(г, t) удовлетворяют асимптотическому уравнению 
Шредингера 

i-3f*(r,t) = Haa(t)$(r,t), (l) 

и их можно представить в виде 

*<'• 1) = <2Й)*$С(Р) ̂  {~ ' U r ' " irfSientln Щ eiPTdp- (2) 

3> Мы использовали при этом тот факт, что выражение для Vas(t) одинаково 
в шредингеровском представлении и представлении взаимодействия. 
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Конечно, выбор решения в таком виде соответствует определенному выбо­
ру «начальных условий» для уравнения (1). Эти условия выбраны из сле­
дующих соображений: изменение со временем распределения координат и 
импульсов в пакетах (2) связано при \t\ ->- сю уравнениями классической 
механики. Константа U при этом не играет существенной роли. 

Действительно, посмотрим, например, асимптотику выражения для 
средних значений координат и импульсов 

<г(0> = (п|>(*), Ф(0) и <р(*)> = (рф(0, *(*))• 
Ясно, что вторая величина не зависит от времени 

< p ( 0 > = ^ P k ( p ) | a d p = < p > , 

а первая имеет следующее асимптотическое выражение при \i\ ->- оо: 

< r ( i ) > ~ ^ t-gm(^)s\gnt\n\t\ + 0(i), 

которое просто получить, например, методом стационарной фазы. 
Приведенные соображения показывают естественность с физической 

точки зрения выбора асимптотических волновых пакетов в виде (2). С дру­
гой стороны, как было впервые показано Доллардом [7], именно такой их 
выбор приводит к корректному определению волновых операторов и из­
вестному выражению для ^-матрицы. Более подробно пакет (2) можно 
записать в виде 

•ф(*) = г7а8(01Ф==е"Шо'ехр j — i^ i -s ignnn-L^- l - i^ , 
[ Р to J 

и, как показано в [7], существуют сильные пределы 

U±= lim eimUas(t), 
# — • ± 0 0 

причем оператор рассеяния 
S = U++U-

дает известные выражения для дифференциальных сечений рассеяния на 
потенциале Кулона. Выбор параметра t0 на эти выражения не влияет. 
Обычные же определения волновых операторов формальной теории рас­
сеяния, когда в качестве асимптотического оператора используют Н^ ока­
зываются некорректными, а теория возмущений для обычной ^-матрицы 
приводит к известным инфракрасным бесконечностям. 

Рассмотренный пример позволяет сделать следующие выводы: гамиль­
тониан асимптотической динамики следует определять из физического 
смысла задачи, а не использовать слепо привычные рецепты формальной 
теории рассеяния и считать, что асимптотическая динамика всегда задает­
ся оператором Н0. Формальный способ для этого состоит в выборе, вообще 
говоря, нетривиального и зависящего от времени оператора взаимодейст­
вия Fas(t), который в представлении взаимодействия совпадает со старши­
ми членами в асимптотике оператора V(t). После того как найден опера­
тор Has(t), при решении асимптотического уравнения Шредингера следует 
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использовать такие «начальные условия», чтобы возникающие волновые 
пакеты вели себя классически при \t\ ,—>- оо. В следующем разделе мы при­
меним эти соображения к релятивистской квантовой электродинамике. 

2. ПОСТРОЕНИЕ V&s(t) В КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

Рассмотрим для определенности спинорную электродинамику, описы­
вающую систему взаимодействующих электронов, позитронов и фотонов. 
Будем использовать традиционные обозначения ф, ф для операторов элек-
тронно-позитронного поля и А^ для оператора электромагнитного поля, а 
также &г+(р), Ь,(Р)* ^ + ( Р ) , * ( Р ) , ^ + ( k ) , M k ) ; i = 1, 2; u. = 0, 1, 2, 3, 
для операторов рождения и уничтожения соответственно электронов, по­
зитронов и фотонов. Далее, мы будем работать в явно ковариантном фор­
мализме, подразумевая индефинитную метрику в гильбертовом пространст­
ве фотонов. Наконец, мы будем считать, что Й = с = 1 и что все векторы 
контравариантны, помещая векторный индекс вверху или внизу в зависи­
мости от удобства; таким образом, а? = а», а^ = а0Ь0 — ab = аЪ. 

Операторы поля ф, ф и А^ выражаются через операторы рождения 
и уничтожения следующим образом: 

*(х)=(Ш~* 5 ['у, У 'Х { К (р) Wn (p) eivx+d+n (p)y«(p)eripx )rfp-

*х) = Щуг*I ( ^ Г Е { К (р) ™п(р) e~iPX + dn (р) Ъп (р) eipx) ф' (3) 

л ̂ (х) = тет S(a; (k) Нкж + ^(к) 'ikx) dk 
(2JI)V.JV ^ ' ' ^ ' ' (2к0у'*' 

где w;n(p) и уп(р) — соответствующие спинорные амплитуды. 
Чтобы получить выражение для оператора взаимодействия 

V = jj/^(х) А^(х)dx = — e\:^(х)тур(х): А^(х)dx (4) 

в представлении взаимодействия, достаточно подставить в (4) явные фор­
мулы (3), снабдив операторы рождения и уничтожения соответствующими 
временными множителями, например e2'ft°'a*(k) и eip°lb^ (р), к0 = | к |, 
Ро — Р2 + ^2- Получающееся выражение V(t) представляется интегралом 
по импульсам р, q и к фермионов и фотонов, причем р + к = q. 

Наша ближайшая задача — исследовать асимптотику этого выражения 
при \t\ -»- оо. С этой точки зрения все слагаемые в нем можно разделить 
на два типа. Члены первого типа содержат два оператора рождения или 
два оператора уничтожения заряженных частиц. Показатель экспоненты, 
характеризующей изменение со временем этих членов, пропорционален 
выражению (р2 + т2) Ч* + ((р + k2) + rn2)I/2 ± к0, которое отделено от ну­
ля при любых р и к. Поэтому такие члены достаточно быстро убывают при 
\t\ ->оо. Члены второго типа имеют показатель, пропорциональный выра­
жению (р2 +'т2),/2 — ((р + k)2 + т2) Va ± к0, исчезающему при к = 0 при 
всех р. Ясно, что именно члены второго типа определяют искомую асимп­
тотику оператора V(t), а членами первого типа можно пренебречь. 
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Следующее упрощение основано на замечании, что главный вклад в ос­
тавшиеся интегралы при 11 | ->- сю дает окрестность малых импульсов к. 
Поэтому мы можем в соответствующем подынтегральном выражении по­
ложить к = О во всех медленно меняющихся функциях, т. е. в операторах 
рождения и уничтожения Ъп и dn и коэффициентах, составленных из спи­
норов. При этом выражения для последних значительно упростятся вслед­
ствие условий ортогональности для решений уравнения Дирака. В ре­
зультате мы получим простое выражение для главного члена V(t) асимпто­
тики оператора V(t) при \l\ —>- оо. 

Выпишем явно шредингерово представление для оператора Vas(t), ко­
торый в представлении взаимодействия совпадает с V(t). Подобно полному 
взаимодействию оператор VaB(t) представим в виде интеграла от произве­
дения оператора типа тока на вектор-потенциал 

1 С dk 
F a s {t) = (2Й)* \ Jts ( k ' t] ( й / ( ~ k ) + **(k)) J2k^ ' ( 5 ) 

где 

Л>{Ъ,1) = -е^р*ехъ19($) i^t , , f*P_ 
Ро 

р (р)=}\ ( Ь" ( р ) К (р) - d * ( p ) dn ( р ) ) = р - ( р ) - р + ( р ) • 
П 

Соответствующее выражение в представлении взаимодействия отличается 
лишь заменой k p - ^ — кр в интеграле, определяющем асимптотический ток. 

Заметим, что выражение для асимптотического тока не содержит спи­
норов, и вклад заряженных частиц в него дается лишь посредством рас­
пределения зарядов по импульсам. В этом смысле оно является универ­
сальным; аналогичную формулу мы получили бы в случае заряженных 
частиц с произвольным спином, причем соответствующая плотность р (р) 
представляла бы собой сумму по заряженным частицам в системе. 

Оператор асимптотического тока /as^(k, t) имеет простой физический 
смысл. Состояние заряженных частиц с заданными импульсами 

= b+
Sl (Px) ...b+

8n (pn) dtx(qi) ... dtm (qm) | 0> (6) 

является для него собственным; соответствующее собственное значение 
т п 

;V(k, * |р ь ...,pn; qb ..., qm)=^/V(k» Ч ?i) ~ 2 J / V ( k » *\Рз)> 
3=1 3=1 

где 

Ро I Ро ) 
представляет собой классический ток точечных зарядов, движущихся по 
прямым с импульсами pt, q;, i = 1 , . . ., п\ j = 1 , . . . , т. В этом смысле 
оператор асимптотического взаимодействия является естественным реля­
тивистским обобщением нерелятивистского асимптотического потенциала 
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из предыдущего раздела. Так же, как и там, мы предлагаем определить 
асимптотическую динамику системы при помощи оператора 

где Н0 — оператор энергии свободных фермионов и фотонов. Следующей 
нашей задачей является решение уравнения Шредингера с этим операто­
ром. 

3. ОПИСАНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ 
Оператор Vas(l) по своей математической структуре аналогичен изве­

стному гамильтониану взаимодействия бозонов с фиксированными фермио-
нами, так что решение уравнения 

i-^rU(t) = Has(t)U(t), (7) 

которому должен удовлетворять оператор Uas(t), описывающий асимпто­
тическую динамику, можно найти явно. При решении этого уравнения ос­
новное внимание мы будем обращать на выбор соответствующих началь­
ных условий. Дело в том, что оператор V&s(t) линейно содержит операторы 
<2ц+(к) и &ц(к) и поэтому не коммутирует с точным импульсом системы. 
Это обстоятельство вовсе не дискредитирует нашу программу, так как мы 
собираемся использовать этот оператор только асимптотически при боль­
ших \t\, когда вклад в интеграл дают лишь малые импульсы к и отмечен­
ная некоммутативность ослабляется. Однако мы должны о нем помнить 
при выборе граничных условий, в частности, в выражение для Uas(t) не 
должны давать вклада интегралы от Vas(l) по конечным t. Мы убедимся, 
что это условие по существу единственным образом определяет Uas(t). 

Решение уравнения (7), как подсказывает сложившаяся практика, 
удобно искать в виде 

UM(t)=e-ia*Z(t). 

Уравнение для Z(t) выглядит следующим образом: 

iJ[rZ(t) = Vls(t)Z(t), (8) 

где 
Vls(t) = e^otVas{t)e~^t. 

Явное выражение для оператора F* s (t) отличается от формулы (5) лишь 
наличием множителей eikot и e~ik^ при а* (к) и ац(к). 

Оператор F* s (t) обладает следующим важным свойством: коммутатор 

t^ae(*i), VI
a8(t2)] = Q(t1,t2) 

коммутирует с V\s (t) при любых t, th t2. Это свойство позволяет явно рас­
путать Г-произведение, с помощью которого дается общее решение урав­
нения (8) 
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а именно, 

Z(t) = exVf-i^Vls(T)dx- — ^dx^dsQ(x,s) J . (9) 

В последних формулах существует произвол в выборе нижнего предела 
интегрирования. Этот произвол явно имеет отношение к отмеченной в на­
чале раздела проблеме выбора начального условия. С указанным там тре­
бованием согласуется только один способ вычисления интегралов в (9), 
а именно, следует считать, что 

\elSTdx = — е ш . 
й ™ 

Действительно, только в этом случае в результате отсутствуют запрещен­
ные члены, не коммутирующие асимптотически с импульсом. 

После этого замечания мы без труда получаем явный вид искомого опе­
ратора Z(t), который нам удобно записать в виде 

Z(t) = exp {R(t)} exp {i<D(*)>, 
где 

. kp . kp flu 
R{t)==JW^ia+Ak)e^ ~a^)e%T° )Р(Р)*(Щ7; (Ю) 

И 

Ф <*> ~ Ш \ • Р (Р) Р ( Ч ) : ((РяУ-тТ> Slgn ПП ^ Ф ^ - ( И ) 

Вычисление интегралов, приводящее к последней формуле, выделено 
в приложение. 

Естественно назвать оператор Ф оператором фазы. Действительно, до­
статочно сравнить формулу (И) с формулой для нерелятивистской куло-
новской фазы из первого раздела 

9(*) = i^sign*lni£J-
Р *0 

(А т* X'2 

и вспомнить, что v (р, q) = 1 —г^- играет роль относительной 
скорости для частиц со скоростями р / р0 и q/ q0, чтобы убедиться, что пер­
вая дает естественное релятивистское обобщение последней. Что же каса­
ется первого множителя в Z(l), то он имеет чисто релятивистское проис­
хождение. Обсуждение его свойств и роли в асимптотическом условии 
будет проведено в следующем разделе. 

Итак, окончательное выражение для оператора асимптотической дина­
мики имеет вид 4) 

Uu(t) = exp {-ilia} exp {iO(t)} exp {R(t)}> 

4) Модификация асимптотического условия, основанная на замене оператора 
ехр{—iliot} в определении волновых операторов оператором вида ехр {—iH0t}Z(t), 
помимо цитированной выше работы Долларда [7], использовалась в работах [8, 9, 10, 
11]. В отличие от операторов из всех этих работ наш оператор Z(t) не коммутирует 
с HQ. 
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где операторы R(t) и Ф ( 0 определены формулами (10) и (11), соответ­
ственно. Заметим, что эти операторы коммутируют. Продолжая обобщать 
нерелятивистские формулы из раздела 1, мы должны определить оператор 
рассеяния как предел оператора 

S(th t2) = Ua+{U) exp{—iH(t1 — t2)}U8La(t2) 

при t>, -> оо и t2-^> оо. Выражение в правой части отличается от дайсо-
новской ^-матрицы для конечных времен 

SD(ti, U) = exp {iHoti} exp {~iH(ti — t2)} exp {—iH0t2} 

окаймляющими множителями типа exp {R(t) + £Ф(£)}. В следующих раз­
делах мы постараемся показать, что определение оператора рассеяния, 
исходящее из выражения S(tut2), более корректно, чем общепринятый 
предел оператора Sn(tu t2) при lt ->- оо и t2 -> — оо. 

4. ПРОСТРАНСТВО АСИМПТОТИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ 

Большая часть этого раздела посвящена исследованию свойств опера­
тора W(t) = exp {/?(£)}, входящего в выражение для оператора асимпто­
тической динамики в разделе 3. Рассмотрим в первую очередь его дейст­
вие на произвольные векторы состояния. Наша задача значительно облег­
чается тем, что W(t) сохраняет число, импульсы и спины заряженных 
частиц. Более точно, (иифгшитезимальные) подпространства, образован­
ные векторами вида 

Ч^, т (piSh . . . , pnsn]qiii, . . . , q:Jm)<8> x¥y, 

где гК„, т—PiSu . . . |CM'I,, . . . )— введенное выше в (6) состояние заряженных 
частиц, а х¥у — произвольное состояние для фотонов, приводят оператор 
W(t). В каждом таком подпространство оператор W(t) оцределяется 
своим действием па lFv, которое в свою очередь задается оператором 

где 

п . kV{ m . kqi 

£ п.Р- г — - t Щ--У п [ъ г — - t 

Л е
 р" - \ ' -Я* е «*о . 

v-'-l г=1 

Выражение типа ехр {линейная форма а и я + } , с которым мы только 
что встретились — старый знакомый всех, имеющих дело с теорией поля. 
Напомним кратко известные свойства таких выражений на примере опе­
ратора 

w7 = охр -j Ч \ очч — ад1)!, 
заданного в терминах дискретного набора бозонных операторов ah a t 

2 Теоретическая и математическая физика, т. 4, ЛУ 2 j ^ l 



и числовых коэффициентов а,, а*; i = 1, 2, . . . Если привести W к нор­
мальному виду, то получим 

W = exp | - i - £ | сц А ехр { - £ сца4
+} е х р Щ с ц ч } . (12) 

\ г ) г г 

Ясно, что это выражение теряет смысл, если \ | ос̂  |2 = оо. Более 
г 

точно, в этом случае оператор W не определен в пространстве Фока. Это 
не мешает ему, однако, быть вполне осмысленным унитарным оператором 
в более широком пространстве — полном бесконечном тензорном произве­
дении в смысле фон Неймана [12] пространств Ж-г отдельных осцилля­
торов. 

Различие двух только что упомянутых пространств удобно пояснить 
в представлении чисел заполнения [13]. Дроизвольный вектор состояния 
в этом представлении является функционалом / = f({n}) на пространстве 
бесконечных последовательностей целых чисел 

{п} = ( И ь п2,. . . , пи...), 

где число Пг нумерует состояния осциллятора с номером i. Пространство 
Фока Ж0 образовано функционалами, отличными от нуля лишь на после­
довательностях, для которых У ni <^ оо. Множество таких последова-

тельностей счетно, так что пространство Ж0 сепарабельно. В противопо­
ложность этому множество всех последовательностей континуально, так 
что пространство Ж всех функционалов, для которых 

£|/(W)I '20, 
{п} 

несепарабельно. Это пространство изоморфно упомянутому бесконечному 
тензорному произведению фон Неймана 

г 

Действие операторов а\ и а* в Ж задается точно теми же формулами, что 
и в пространстве Фока, например, 

(tiffa, ..., пь ...) = Yn{ / ( ^ i , ..., п4 — 1, . . . ) . 

Ясно, что пространство Ж0 инвариантно по отношению к действию 
аУ и а*. Это, однако, не обязательно справедливо для произвольных функ­
ций от а\ и аи Так, оператор W является унитарным в пространстве Ж 

при любом выборе чисел аг. Однако, если \ | сц |2 — оо, то он выводит 
г 

из подпространства Фока всякий вектор, принадлежащий последнему. 
Естественно поэтому рассмотреть подпространство Ж{а}, являющееся обра­
зом пространства Фока Ж0 при действии W, 

Ж{а} = 1У{а}Ж0. 
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Здесь мы используем более детальное обозначение W{a} для оператора W. 
Ясно, что Ж{а) является сепарабельным подпространством пространства Жу 

которое столь же богато элементами, сколь пространство Фока с о ­
существуют целые классы числовых последовательностей {а}, которым 

соответствует одно и то же подпространство Ж{а). Простая формула 

W+
m Wla} = exp | l - £ (pro, - р,а;> J W{a^, (13) 

где последовательность {а — |3} образована числами а* — |Зг, показывает, 
что пространства Ж{а} и Ж^ совпадают, если 

£ К - в 1 2 < ~ , ^ | 1 т а , б : | < с , (14) 
г г 

так как в этом случае оператор в правой части (13) является унитарным 
в Ж0 и 

ж{а} = w m w+
mw{a} ж0 = \¥тж0 = т т . 

Приведенные утверждения и формулы тривиально обобщаются на слу­
чай индексов i произвольной природы. В частности, они применимы и к 
нашему оператору W(t), точнее к соответствующим субоператорам 
Wn>m(t). Роль чисел аг в этом случае играет функция fv

n m ( . . . | k , t), 

а роль суммы У \щ\2 — интеграл 

S/ft,«.(-|k,*)/|t:„(...|k,')2^ (15) 
(нет суммирования по п и т). Этот интеграл расходится на нижнем пре­

деле ъ\ так что операторы Wn>m (t) не определены в пространстве Фока 
для фотонов, а тем самым оператор W(t) не имеет смысла в пространстве 
Фока ЖР для фотонов и заряженных частиц. Ему, однако, можно придать 
смысл как унитарному оператору в несепарабельном пространстве 

Ж = CTVFQ ® Жу, 

где ЖРд — пространство Фока для заряженных частиц, а Жу — несепара-
бельное пространство фон Неймана для фотонов. Пространство Фока Ж¥ — 
подпространство в Ж. 

Рассмотрим в Ж сепарабельное подпространство 

и будем называть его пространством асимптотических состояний по при­
чинам, которые мы объясним в следующем разделе. Альтернативно прост­
ранство Ж&5 можно определить формулой 

Ж в = е х р { — Д / } ^ , 

5) Конечно, этот интеграл расходится и на верхнем пределе. Борьба с такой 
ультрафиолетовой расходимостью относится к компетенции теории перенормировок. 
В духе этой теории мы будем считать, что всюду, где нужно, введены обрезающие 
множители, так что, например, оператор exp {iHt} имеет смысл как унитарный опе­
ратор в пространстве Фока. Обсуждаемые нами инфракрасные расходимости инте­
грала (15) при этом сохраняются и не устраняются перенормировками. 
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где формально антисимметричный оператор Rf определяется формулой 
типа 

dk Rj = ( 2 л ^ S ( / р ' ( к ' р) ̂  (к) ~~ Г»<(к' р) а*(к)) р (Р) dp < 
причем в качестве формфактора /Дк, р) можно брать произвольную функ­
цию, для которой сходятся интегралы 

5(Wk,p)_i^")(C(k,P)_ie-'?.')*, от 
• kq . kq 

Г,(к.,»-£-.'*-Мк.,»-*К» 2/c0 
(17) 

для любых p и q. Действительно, при этом выполняются условия типа 
(14) для пар операторов W7, m(t) и (ехр{— Rf})nm при всех п и т , так 
что образы пространства Фока при изометрическом действии операторов 
W+ и ехр{— R;} в Ж совпадают.6) 

Покажем, что пространство Ж^ 
1) не зависит от t; 
2) релятивистски и градиентно инвариантно; 
3) содержит лоренц- и градиентно инвариантное подпространство 

Ж' с неотрицательной метрикой. 
Первое свойство очевидно, так как в альтернативном определении про­

странства Ж^ вообще время не упоминается. Второе свойство более точно 
формулируется следующим образом; пространство Ж^ приводит пред­
ставление группы Пуанкаре а, A-*- U(а, Л) и группы градиентных преоб­
разовании Х(к) -> U(K), естественно заданное во всем пространстве Ж. 
Для доказательства заметим, что под действием указанного представле­
ния группы Пуанкаре операторы ад(к), р(р) преобразуются по следую­
щим формулам: 

ykQU(a,A)a,(k)U+(a,A) = y(Aft)0(A-1)I4
vav(Au)e-fAfca

1 

p0U(a, A)p(p)U+(a, Л) = (Лр)0 р(Лр) . 

Поэтому оператор С/(a, A)W+(t) £У+(а, Л) является оператором типа 
ехр{— / ? } , где функция 

удовлетворяет условиям типов (16) и (17). Таким образом, 

U(а, А) Ж^ = £ / ( a , A ) W + ( £ ) ^ F = 

= C/(a, A)W + (£) t / + (a , A)50F = 5£ав. 

Далее, при градиентном преобразовании изменяются только фотонные 

6) Пространство, аналогичное М^, введено в работе Бланшара [14] в связи с ис­
следованием нерелятивистской модели Паули — Фирца. 
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операторы , 
U(X)ali(k)U+(X) =a,(k) + * Д ( А ) , 

так что операторы W+(t) и U(X) W+(t) U+(%) отличаются лишь множи­
телем вида 

коммутирующим с W+(t) и корректно определенным на пространстве 
Фока. Поэтому Ж^ инвариантно и относительно действия операторов 
U{%). 

Подпространство Ж'^ с неотрицательной метрикой образовано векто­
рами W, удовлетворяющими дополнительному условию 

Кау?¥ = О, 

которое явно релятивистски и градиентно инвариантно. Существование 
такого подпространства ЖF в пространстве Фока ЖР и неотрицательность 
метрики в нем хорошо известны. Мы покажем, что среди операторов типа 
ехр {—/?/} существуют операторы, коммутирующие с дополнительным 
условием, Образ Ж' ¥ в Ж^ при действии таких операторов на Ж¥ и дает 
нам пространство Ж'^. 

Для выполнения только что упомянутого условия коммутации функ­
ция fn(k, р) должна быть поперечной, т. е. удовлетворять соотношению 
kj»(k,Р) = 0. На первый взгляд условие поперечности противоречит тре­
бованию, согласно которому /ц(&, р) должна иметь непоперечную особен­
ность типа Рц/ рк при малых к. Делу помогает, однако, существование све-
топодобного вектора Сц(к), такого что 

кцСц = 1; СрСр = О, 

в качестве которого удобно взять вектор с компонентами 
ил- l J L J L 

С ° W - 2К ' С - 2 к/ ' 

В качестве поперечного формфактора f^k.p) можно взять выражение 
и(к,р)=(-^-с^р(к,р), (18) 

где ф(&, р) — 1 в окрестности к = 0. Условия типа (14) при таком выборе 
/и (&, р) выполняются. 

Отметим, что подобно ffl'F подпространство M'dS не является еще 
физическим пространством состояний. Группа градиентных преобразова­
ний действует в Ж&/ нетривиально. Физические векторы состояния нахо­
дятся в однозначном соответствии с классами векторов в Ж'^ , образую­
щими циклические подпространства по отношению к действию градиент­
ной группы. Метрика в пространстве таких классов Ж^. ph оказывается 
уже положительно определенной (ср. [15]). 

На этом заканчивается доказательство перечисленных свойств прост­
ранства Ж**. В следующем заключительном разделе работы мы обсудим 
его роль в теории рассеяния для системы заряженных частиц. 
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5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА РАССЕЯНИЯ 

Теперь можно более точно сказать, в каком смысле мы понимаем опре­
деление оператора рассеяния. Рассмотрим оператор 

SD{th U) = ехр{— iO(t)}SD(th t2) ехр{Щ)(£)}, 

отличающийся от S-матрицы Дайсона для конечных времен «фазовыми» 
множителями ехр{± £Ф(£)}. В произведении 

S(tut2) = W+(ti)3D(ti,t2)W(t2) 

сомножители осуществляют такую последовательность отображений: 

w & w+ 
МО v f40 . МО МО 

(ср. со сноской 4), так что S(th t2) определен как оператор в Жа5. Опера­
тор рассеяния 

S = lim S(tu t2) (19) 
t.,-*—oo 

также действует в Ж*5. В этом смысле естественно называть Ж^ простран­
ством асимптотических состояний. 

Роль операторов W+(ti) и W(t2) в определении оператора S сводится 
к тому, что они вынуждают нас ввести и использовать пространство Ж^ 
асимптотических состояний. При конкретных вычислениях матричных 
элементов предельного оператора S между состояниями из Ж^ об опера­
торах W+(ti) и W(t2) можно забыть. Действительно, формальный пере­
ход к пределу в коэффициентных функциях операторов R(t) 

l im —— exp ) ikp — > = + inb (kp) = 0 
^±00 pk \ Po J 

показывает, что эти операторы исчезают при |£|—>-оо и, следовательно, 
операторы W(t) превращаются в единичные. Роль операторов 
ехр{±£Ф(£)} состоит в том, что они сокращают бесконечные фазовые 
множители, которые возникли бы, если бы мы вычисляли матричные эле­
менты фейнм.ановской 5-матрицы между состояниями из Ж&8. Именно яв­
ное включение этих операторов фазы в определение оператора рассеяния 
позволяет нам обойтись единым сепарабельным пространством для началь­
ных и конечных состояний. 

Оператор S релятивистски и градиентно инвариантен. Действительно, 
при ti-^oo и t2—>—оо операторы W+(£4) и W(t2) эффективно исчезают, 
а фазовые операторы приобретают явно ковариантный вид и не содержат 
фотонных операторов. Если формально записать S в виде 

S = ехр{— KP(oo)}S F exp{^(oo)} , 

где SF — 5-матрица Фейнмана, то отдельные сомножители в правой части 
явно инвариантны. Выписанной формуле можно придать смысл, имея 
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в виду предельный переход от теории с конечным радиусом взаимодейст­
вия. Снабдим фотон массой к и пусть SF,j, — соответствующий фейнманов-
ский оператор рассеяния. Тогда 

S= Urn ехр {1Ф (X)} SF х ехр {ъФ (X)}, 

где 

Ф <*> = ~ ШS 1П **° ((pq/- I*)* '• Р (Р) Р (Ч): dpd4' 
Действие оператора ехр{£Ф(Х)} на состояние вида (6) сводится к умно­
жению на фазовый фактор 

ехр [— i ~ In ^ O 2 J iP"1 (Pi> Pi) + V~X (ft» 9i) — »~г (Ри ft)) }• 

Сокращение таких множителей с расходящимися фазами в фейнманов-
ской ^-матрице SF,% известно как в нерелятивистском случае [16], так и в 
случае квантовой электродинамики [3, 17]. Отметим, что мы пришли к 
выражению для фазовых множителей без решения полной динамической 
задачи. 

Итак, предложенное в этой работе видоизменение асимптотического 
условия в релятивистской теории взаимодействия заряженных частиц 
приводит к модификации пространства асимптотических состояний и опре­
деления оператора рассеяния. Асимптотические состояния вместе с заря­
женными частицами должны содержать бесконечное число фотонов, низ­
кочастотный спектр которых определяется состоянием зарядов. Пере­
определение оператора рассеяния сводится к выделению «фазовых» опе­
раторных множителей. Первое обстоятельство имеет релятивистский 
характер, второе необходимо даже в случае нерелятивистского рассеяния 
на кулоновском потенциале. 

Рассуждения, которые привели нас к нашему основному предложению, 
не являются доказательствами. Так, мы не проверили существования пре­
дела в определении (19) оператора рассеяния. При настоящем матема­
тическом уровне в релятивистской теории поля «доказать» почти неизбеж­
но значит «проверить по теории возмущений». Следовало бы, таким 
образом, проверить хотя бы, что матричные элементы <"ЧР,|5|гР'> опера­
тора рассеяния S между произвольными состояниями ¥ и f7 из Ж'^ не 
содержат инфракрасных расходимостей во всех порядках разложения 
по е2. Эта проверка требует громоздких вычислений. К счастью, значи­
тельная их часть уже проведена Чангом, и мы перейдем к сопоставлению 
его и наших предложений. 

Чанг рассмотрел подробно процесс рассеяния частицы на внешнем 
ноле. В этом случае в начальном и конечном состояниях содержится по 
одному заряду; оператор фазы исчезает на таких состояниях, так что опе­
ратор S совпадет на них с фейнмановской ^-матрицей. Согласно нашему 
предложению следует посмотреть ее матричный элемент между состоя­
ниями вида 

Was(p) = ехр { - Д / } &<+(р)| О >, 
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г д е / — формфактор (18). Состояния, которые рассматривает Чанг, не­
сколько изменив их обозначения, можно записать в виде 
4 W p ) = D ( < & p ) t f ( p ) | 0 > = 

2 

= ̂ /2exp Ы у 4 1 р п {к>р) ^(k) даbt (p) i 0 > ' 
п«=1 

где 8 п (к ) , тг = 1, 2,— поперечные поляризационные векторы (ej) = 0„ 
8nk = 0), и формфактор Fn(k, p) имеет вид 

с тем же обрезающим множителем ф(&, р) , что и /Д/с, р), а iV— расходя­
щийся нормирующий множитель 

N = ftxnl—^—^V \Fn(k. л)\2-^-\ sex'i(5)rEl^(^) (2я)3 J ^ 1 v ' ^ ' 2&0 

Чанг проверил, что матричный элемент <4i>
ch(p) ^ ^ ^ ( р ' ) ^ в о в с е х 

порядках теории возмущений не имеет инфракрасных расходимостей. 
Мы покажем, что наши состояния ^ ^ ( р ) эквивалентны состояниям Чанга 
Ych(p), так что это же утверждение окажется справедливым и для них. 

Состояние ^¥as(p) можно записать в виде 

^as (р) = ехр \г2~уГ2 J (U (к, Р) 4 (к) - fl (к, р) а^ (к)) т щ т ^ ) Ъ$ (р) | 0>, 

так как состояние &i+(p) |0> является собственным для оператора р(р) . 
Действие градиентного преобразования ?7(^) на Ч ^ р ) сводится к замене 

U (ki Р) -* /Р- (Л» Р) + М* (к) = Л»- (Л» Р)-

Мы можем подобрать к так, чтобы/0 (А:, р) = 0 при малых к. В силу 
поперечности /^ формфактор /р. также поперечен и является поэтому 
линейной комбинацией ej, и е^ 

U (ft, р) = ^ (*, Р) 4 (^ + с 2 (ft> Р) 4 (ft), 
где 

с" (к, р) = fal= U4 = - ^ Г Ф (*> P) = Fn (ft% Р). 

так как kv, и с̂  ортогональны к е™ , тг = 1, 2. Таким образом, состояние 
xP'as(p) эквивалентно состоянию вида 

Это состояние совпадает с состоянием Чанга, в чем нетрудно убедиться, 
если привести участвующий в его определении оператор к нормальному 
виду по формуле типа (12) и опустить множитель, содержащий опера­
торы уничтожения фотонов. 
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Аналогично можно проверить эквивалентность состояний, предложен­
ных Чангом для системы нескольких заряженных частиц, и соответствую­
щих асимптотических состояний, построенных по нашему рецепту. Сле­
дует помнить, однако, что в этом случае оператор фазы нетривиален. 
Некоторые вычисления, учитывающие это обстоятельство, были проведены 
Сторроу [18]. Чанг не рассматривал специально состояний, содержащих, 
помимо заряженных частиц, также еще и жесткие фотоны. Некритиче­
ское обобщение его рекомендаций на этот случай может привести к некор­
ректным предложениям. Так, например, состояния 

T c h (A к) =0(а,\ р)Ь,+ (р)а^(к)\0> 
и 

W&E(p, k)=exv{~RJ}bl
+(p)ax

+(k) |0> 

не эквивалентны, так как при приведении состояния xYas(p, к) по описан­
ному выше способу нельзя будет пренебречь операторами уничтожения 
фотонов. Можно показать, что матричные элементы ^-матрицы между 
состояниями второго типа исчезают при уменьшении импульса фотона, 
в то время как состояния первого типа приводят к матричным элементам, 
расходящимся при /с->0. Таким образом, корректным является второе 
определение — частный случай нашего общего определения асимптотиче­
ских состояний. 

В заключение отметим специально, что в пространстве Жъ& нет одно-
частичных состояний заряженных частиц. Более точно, представление 
группы Пуанкаре a, A—^U(a1 Л) , действующее в физическом гильберто­
вом пространстве Ж^. Рь, не содержит дискретных неприводимых слагае­
мых с ненулевой массой. Другими словами можно сказать, что не суще­
ствует релятивистского понятия заряженной частицы. Это утверждение 
известно (ср. [19]), и наша работа показывает его естественность с точки 
зрения теории рассеяния. Было бы интересно найти в Жа& релятивистски 
инвариантный полный набор коммутирующих операторов, который послу­
жил бы для задания естественного базиса асимптотических состояний. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 

Здесь мы вычислим асимптотику при больших \t\ интеграла 

определяющую оператор фазы Ф(£). Используя явное выражение для 
V*s (t), перепишем этот интеграл в виде 

Заметим, что 

p ( p ) p ( q ) = • p ( p ) p ( q ) : + fi(p — q ) [ p + ( p ) + P - ( P ) L 

так что интеграл распадается на два слагаемых. Второе из них пропор­
ционально t и дает вклад в перенормировку массы заряженных частиц. 
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Рассмотрим подробнее первое слагаемое, для чего проинтегрируем после­
довательно по к, s и т. Имеем 

Аргумент 6-функции имеет один корень s, меньший т по модулю; раз­
ность корней пропорциональна ((pq)2 — яг4)1/2. В результате после интег­
рирования по s мы приходим к выражению 

~i Sdpdq ((Pg)2 - »т- : р (р) р (q): S М ' 
которое и определяет оператор фазы (11). 

Ленинградское отделение Поступила в редакцию 
Математического института 23 марта 1970 г. 
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ASYMPTOTIC CONDITIONS AND INFRARED DIVERGENCES 
IN QUANTUM ELECTRODYNAMICS 

P. P. Kulish, L. D. Faddeev 

An S-matrix definition for the relativistic theory of interacting charged particles 
which is free from infrared divergencies is suggested. This is achieved through a modi­
fication of the asymptotic condition and introduction of new space of asymptotic states. 
This space differs from that of Fock, but it is still separable and relativistic and gauge-
invariant. The mass-operator in this space has no non-zero discrete eigenvalues. 


