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Введение 

Собственные функции оператора Лапласа на плоскости Лобачев
ского, автоморфные по отношению к дискретной группе дробнолиней-
ных преобразований, были введены Маасом [1] в качестве аналога 
классических автоморфных форм и рассматривались затем в ряде ра
бот Рельке [2], [3]. Наиболее важное приложение они получили в рабо
те Сельберга [4], посвященной выводу знаменитой ныне формулы 
следов. Плоскость Лобачевского служит в работе Сельберга иллюстра
цией предложений, справедливых для более широкого класса однород
ных пространств и групп их преобразований. 

Наиболее адекватный подход к теории автоморфных форм развит 
в работах И. М. Гельфанда и И. И. Пятецкого-Шапиро [5], [6], где по
казана ее тесная связь с теорией бесконечномерных представлений 
групп Ли. Именно, в [5] показано, что все разумные определения авто
морфных форм укладываются в общую схему о разложении унитар
ного представления U унимодулярной группы G, индуцированного 
конечномерным представлением ее дискретной подгруппы Г, на непри
водимые представления. Впервые задача о разложении такого пред
ставления встречается в работе И. М. Гельфанда и С. В. Фомина [7].. 

Общая теорема двойственности, доказанная в [5] (см. также моно
графию [8]), показывает, в частности, что выделение вклада н: U от не-
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приводимых представлений класса 1, т. е. содержащих вектор, инва
риантный по отношению к максимальной компактной подгруппе К> 
тесно связано с задачей о разложении произвольной функции на фун
даментальной области подгруппы Г в симметрическом пространстве 
S=K/G ;в ряд -по собственным функциям операторов Лапласа. * 

В настоящей работе рассматривается случай G = SL (2, R), про
странство S реализуется как плоскость Лобачевского. Существует 
только один оператор Лапласа. Предполагается, что дискретная груп
па Г такова, что пространство S/T некомпактно, но имеет конечный 
объем. Доказано, что спектр оператора Лапласа состоит из д-кратного 

лебеговского спектра, заполняющего полуось и дискретного 

спектра конечной кратности, расположенного на полуоси О^Жоо и 
не имеющего точек накопления в конечном интервале. Здесь п — число 
неэквивалентных параболических вершин фундаментальной области F 
группы Г на S. Описана система собственных функций непрерывного 
спектра и доказана ее полнота. В частности, показано, что собствен
ные функции непрерывного спектра можно получить аналитическим 
продолжением введенных Маасом в [1] рядов Эйзенштейна. 

Сформулированные результаты хорошо известны специалистам. 
В своей работе [4] Сельберг явно ими пользуется. Однако полные дока
зательства этих утверждений не опубликованы. 

В работе Рельке оператор Лапласа исследуется для дискретной 
подгруппы общего вида. Однако полная характеристика спектра и тео
рема разложения доказаны только для случая модулярной группы М 
и ее главных подгрупп M(Q). Рельке указывает, что теорему разложе
ния можно доказать, если знать, что ряды Эйзенштейна в общем слу
чае имеют аналитическое продолжение такого же типа, как и в ариф
метическом случае. В докладе Сельберга [9] сформулирована подходя
щая теорема об аналитическом продолжении рядов Эйзенштейна. 
К сожалению, полное доказательство этой теоремы до сих пор не опу
бликовано. 

Полная характеристика лебеговской части спектра в случае общей 
подгруппы Г следует из работы И. М. Гельфанда и И. И. Пятецкого-
Шапиро [6]. В ней показано, что для широкого класса функций ср опе
ратор Ф(Л) , где А — оператор Лапласа, может быть представлен в ви
де ф ( Л ) = В + С, где В имеет только я-кратный лебеговский спектр, а 
С — ядерный оператор. Оператор В имеет вид Р<р (Л)Р, где Р — опера-
тор проектирования, определенный при помощи усреднения по компакт
ным орисферам. Из общей теоремы Розенблюма—Като [10], [11] в тео
рии возмущений непрерывного спектра вытекает, что лебеговский 
спектр оператора <р (А) совпадает со спектром оператора В. Однако 
упомянутая общая теорема не гарантирует отсутствие сингулярного 
спектра у А и ничего не говорит о строении его дискретного спектра. 
Как указал автору М. Ш. Бирман, отсутствие сингулярного спектра 
можно доказать, если кроме общих теорем использовать некоторые 
конкретные особенности рассматриваемой задачи. 

Из сказанного ясно, что данная работа может иметь только мето
дическое значение. Нам представляется, что развитый метод доказа
тельства представляет больший интерес, чем результат. Отметим, в 
частности, что при описании собственных функций непрерывного спек
тра мы не используем аналитическое продолжение рядов Эйзенштейна 
и тем более какие-либо теоретико-числовые соображения. Возможно, 
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что с соответствующими модификациями предлагаемый метод окажет
ся применимым в многомерных задачах. 

Скажем несколько слов о самом методе. Мы применяем технику 
теории возмущений непрерывного спектра, разработанную в работах 
Фридрихса [12] и А. Я. Повзнера [13] и развитую впоследствии рядом 
авторов. Наиболее близкий вариант этой техники изложен в работе 
автора [14], хотя, конечно, рассматриваемая задача не подходит под 
описанную там общую схему. 

Основную роль играет интегральное уравнение для ядра резоль
венты оператора Лапласа. При помощи этого интегрального уравнения 
удается получить аналитическое продолжение ядра резольвенты из об
ласти, далекой от спектра, в .область, непосредственно примыкающую 
к спектру. После того как такое аналитическое продолжение получено,: 
доказательство теоремы разложения проводится по хорошо разработан
ной схеме, приведенной, например, в [14]. Для полноты мы подробно 
описываем вариант такого доказательства, приспособленный к данной 
конкретной задаче. 

Отметим, что описывать аналитическое продолжение резольвенты 
удобнее, чем, скажем, ряда Эйзенштейна. Действительно, именно в слу
чае резольвенты можно полностью использовать общие соображения 
теории самосопряженных операторов. 

Работа состоит из четырех параграфов. В первом приведены основ
ные определения и обозначения, а также доказательства ряда вспомо
гательных предложений, имеющие аналитический характер. Самосо
пряженный оператор Л, определяемый дифференциальным оператором 
Лапласа на плоскости Лобачевского на гладких функциях, автоморф
ных по отношению к дискретной группе, введен в § 2, Там же описана 
резольвента оператора А вдали от спектра. В § 3 выведено и исследо
вано интегральное уравнение для ядра резольвенты, при помощи 
которого получено аналитическое продолжение этого ядра в окрест
ность спектра. 

Наконец, в последнем параграфе полученные результаты применя
ются для описания системы собственных функций непрерывного спектра 
и доказательства теоремы разложения. 

Данная работа появилась в результате ряда стимулирующих бесед 
автора с И. М. Гельфандом, М. И. Граевым и И. И. Пятецким-Шапиро. 
В процессе ее подготовки большую помощь оказали обсуждения с 
М. III. Бирманом и в особенности с Д. К. Фаддеевым: Всем им автор 
выражает глубокую благодарность. 

§ 1 . О б о з н а ч е н и я и в с п о м о г а т е л ь н ы е п р е д л о ж е н и я 

Здесь мы введем большинство используемых ниже обозначений и 
определений, сформулируем для удобства читателя ряд известных фак
тов о дифференциальных операторах и дискретных группах на плоско
сти Лобачевского и докажем ряд вспомогательных предложений. 

1 . 1 . Плоскость Лобачевского. Обозначим через S верхнюю полуплос
кость комплексной переменной z = х + iy, у > 0, через G—группу ве
щественных унимодулярных матриц второго порядка; е £ G — единичный 
элемент, g ( G — элемент общего вида. Матричные элементы gn, g12, g21, 
g"22 матрицы g будем обозначать большей частью через а, Ь, с, d. 
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Группа G действует на S как группа дробнолинейных преобразова
ний 

аг + с 1 1 л z^zg = —-!—r,ad — bc=l, 
bz + d 

и переводит S в себя, так как lm zg =~ y\bz+d\~2. При этом элементы g 
и — g из G осуществляют одно и то же преобразование на 5. 

Инвариантный элемент поверхности на S обозначим dz и нормируем 
следующим образом: 

dz= d x d y 

' •• 4 У2 

Будем использовать инвариант пары точек 

*УУ 

связанный с инвариантным расстоянием р(г, г ') формулой 

2 

Область на S назовем к о м п а к т н о й , если она содержится в круге 
и (г, i) < С при некотором С. 

1 . 2 . Оператор Лапласа и его функция Грина. Дифференциальные опе
раторы Ли, отвечающие однопараметрическим подгруппам 

t 
е2 . О ^ ( 1 t Л ( 1 0 

J 

имеют вид 

дх ду дх ду дх 

Справедливо соотношение 

( L / + L ; ) a ( z , z , j = 0 (f = 1 , 2 , 3 ) , (1,1) 

где L/ — оператор дифференцирования по х' и у'. 
Функцию f-(z), заданную на 5, будем называть б е с к о н е ч н о 

д и ф ф е р е н ц и р у е м о й , если к ней можно применять произвольные 
полиномы операторов (х=1, 2, 3) с постоянными коэффициентами. 

Дифференциальный оператор второго порядка 

L = - L ? - i - ( L 1 L 8 + L 8 L 1 ) = - W ^ - + 

инвариантен по отношению к сдвигу z-^zg и называется о п е р а т о 
р о м Л а п л а с а. Если функция / ( г ) имеет вид 

/ ( г ) = ср(ы(2, z 0 ) ) = <P(") 
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при некотором Zo, TO. 'L / = I | ) (W ) , где 

л|5 (и) = / ф ( и ) = — (и2 + и) <р" — (1 + Щ ф'. 
Функция 

1 

ф (и, s) = - L f [/(1 - О ] - 1 (t + иГ* dt, 
4л; J 

о 

где s = G + h — комплексное число, определена при с > 0 , гг>0, анали-
тична по 5 , бесконечно дифференцируема по и, удовлетворяет уравне
нию 

/ ф = s (1 — s) ф (1.2) 
и имеет асимптотику 

Ф = — l n a - f O ( l ) , ф(а) = 0 ( и - в ) (1.3) 

4л; 

при а-* О и и-> со соответственно. Обозначим 

k(zyz'\ s) = q>(u(zy z'), s). 
Ядро k(z, z '; s) является функцией Грина задачи 

Lh — s(l—s)h = f. (1.4) 

Точнее, имеет место следующее утверждение. 
Л е м м а 1.1. Если функция f(z) бесконечно дифференцируема и 

ограничена на S, то при о>1 функция 

h(z) = J'£(z, г'\ s)f(z')dz' 
s 

также обладает этими свойствами и удовлетворяет уравнению (1.4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция h(z) непрерывна и ограничена, так 

жак ядро k(z, г'; 5 ) имеет только слабую особенность, а 

j [1 + u(z, z')]~adz' 
s 

при а > 1 ограничен равномерно по z£S. Для проверки дифференцируе-
мости запишем h(z) в виде 

h{z) = J&(z, z'; s)£(z; z')fXz')dz'- + 
с 

+ J£(z, z '; s) [ 1 - £(z, 2')] /(z')dz' = A,(z) + A 2(z), 

где £(z, z') = С M z , z ' ) ] , a £ (и) — гладкая срезающая функция 

.£(и) = 1, и < 1 , £(и) = 0, a > 2 . 

Пусть M — произвольный полином операторов Ли с постоянными 
коэффициентами. Вследствие (1.1) 

Mh^z)^ J&(z,z'; s)i{zyz')M'f(zf)dz' 
s 
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и интеграл здесь сходится, так как область интегрирования компактна. 
В интеграле h^iz) ядро бесконечно дифференцируемо по г. Можно по
казать, что интегралы вида 

Ма (z, z') [1 + u(z, zr)]~l~G dz' 
s •. •• \; 

при а > 1 ограничены равномерно по z из компактной области. 
Уравнение (1.4) получается при помощи (1.2), (1.3) стандартным 

методом теории потенциала. Лемма доказана. 

1 . 3 . Дискретная группа и фундаментальная область. Мы будем рас
сматривать дискретную группу ГсЮ такую, что пространство S/T неком
пактно, но имеет конечный инвариантный объем. Будем считать, что 
— е ( Г. Известно, что на S существует фундаментальная область F 
группы Г, обладающая следующими свойствами: 

а. Существует такое ' Х'у> О, что F расположена в полосе — Х < х < Х . 
б. F можно представить в виде 

F - F 0 + (1.5) 

где F0 — компактна и имеет кусочно-гладкую границу, a Fa (а=1, . . . , / г ) 
представляет образ полосы П а : 0 ^ ' х < 1 , а < у<оо при преобразова
нии z-^zga с некоторыми матрицами ga€G и достаточно большим а. 

В дальнейшем фиксируем такую фундаментальную область F и 
число а, будем писать просто П вместо П а . Области Fa ( а = 1 , п) 
будем называть о к р е с т н о с т ь ю п а р а б о л и ч е с к и х в е р ш и н ; 
число п есть число неэквивалентных параболических вершин za. Мат
рицы ga переводят точку z = oo в z = za и однозначно определяются 
сформулированными выше требованиями. Если z меняется в компакт
ной области, то zga и zg~l также обладают этим свойством. 

В соответствии с разбиением (1.5) каждой функции f(z), задан
ной на F, сопоставим функции fo(z) на FiQ и / а (z) на П по следующему 
правилу; 

/о(2) = / ( г ) , • .z£For fa(z) = f(zga), г £ П , 

функции / о ( г ) , fa (z) (а= 1, п) будем называть к о м п о н е н т а м и 
ф у н к ц и и f(z). Очевидно, что функция f(z) и ее компоненты fo(z), 
fa(z) определяют друг друга взаимно однозначно. 

Аналогично, каждому ядру k(z, zf) на FxF будем сопоставлять его 
компоненты 

kQ0(z, z') = k(ztz'), z9z'£F0, k0a(z,z')=k(z,z'ga),z£F0,z'£n, 

kaG(z,z') = k(zga,z'), z ( n , z ' £ . F 0 , ka$(z, z')=.k(zga, z'gp), zrz' £ П. 

Рассмотрим следующие дискретные подмножества из G: 

Га представляет собой дискретную подгруппу. Подмножество элементов* 
у £ Г а , для которых у 1 2 ' = 0, также представляет собой группу, которую 
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мы обозначим Гоо. Группа состоит из элементов вида + у л , где 

а п — целое число, п. = . . . , — 1, 0, 1, ..... 
Известно, что если 6 ( А, где А — одно из множеств Г а , А а или А а Р , 

и 6 1 2 ф О, то | 6 1 2 1 > 0, где 8 — некоторое положительное число. Доказа
тельство можно найти, например, в работе Петерсона [15]. Отметим также, 
что если 6£ Дсф-, то Ь12ф0. 

1.4. Признак сходимости ряда по дискретной группе. Пусть функция 
k(z, z') непрерывна на F х F и удовлетворяет оценке 

\k(z,z')\<C[l+u(z,z')]-°. 
Рассмотрим ряд 

У ? ) . 0 - 6 ) 

Известно, что если а > 1 , то этот ряд абсолютно сходится равномерно 
по z и z' в любой компактной области. Утверждение, подобное сделан
ному, содержится, например, в [4 ] . Для удобства читателя мы наметим 
доказательство. 

Достаточно показать, что число MR элементов у ( Г , для которых 
u(z, z'y)<CR при больших R не превосходит с R с некоторой константой с. 
Вследствие дискретности Г, число элементов у ( Г, оставляющих непод
вижной некоторую точку z, ограничено равномерно по z, так что MR < 
<cNR, где NR — число точек вида z'у, лежащих, в круге KR С центром 
в точке z и радиусом 2 a r c s h ] / ^ . Для оценки ^ о к р у ж и м каждую точ
ку z'y(; KR кругом фиксированного радиуса г. Вследствие дискретности Г 
каждый такой круг пересекается не более чем с конечным числом т дру
гих кругов, причем т равномерно ограничено при z и z' из компактной 
области. Поэтому NR оценивается через площадь круга KR, Т . е. 

NR<cRf 

что и дает требуемую оценку для MR. 
Сформулированное утверждение справедливо и для ряда вида (1.6) 

по множеству А, где А совпадает с Г а , А а или А ар или каким-нибудь 
подмножеством этих множеств или группы Г. Действительно, например, 

беда уег 
и точки z'ga меняются в компактной области, если там меняется z ' . 

1.5. П о в е д е н и е р я д а (1 . 6 ) при б о л ь ш и х у и у'. В дальнейшем надо 
будет знать поведение ряда типа (1.6) в окрестности параболических 
вершин области F. Для этого окажется достаточным следующее утвер
ждение. 

Л е м м а 1.2. Пусть А — подмножество G такое, что для всех б ( А 
| 6 1 2 | > 6 > 0 и ряд 

сходится равномерно по z и zr в компактной области при в^>0. Тогда 
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при а > 2 равномерно по г и z' в полосе 

-Х<х,х'<Х, у, * / ' > А > 0 , 

£ [1+и(г9г'6)]-°<С 

где е можно взять сколь угодно малым. 
Заметим Хо доказательства, что, как следует из предыдущего пункта, 

в качестве А мы можем взять подмножество множеств Г, Г а , А а или Д ар, 
состоящее из элементов б, для которых б 1 2 ^ 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 6 = ( -а . ^\ и рассмотрим функцию 

\ с d ) 

v\(z,z\6)==4yy'u(z,z'6)==\bzz' + dz — az' — c\\ 

которую можно записать в виде 

ц (г, z', б) = (Ьхх' + dx — ах' — с)2 + у2 фх' + df + 
+ У,2{Ьх-а)2 + Ъ2у2у'2-2уу'. 

Ясно, что при у> А, у' > А 

4(zfz\b)>4(z0iz'0i6) + ^ b Y y , 2 - W , 

где z0 = х + iyQt zQ = x-\-iy'Q, y0= y0 = -7=-- Имеем с помощью этой оценки 

у 2 

W [ l +и(г, z'd)] >4yQy0(l +u(z0, z-fi)] + 
откуда 

[1 + u(z, z'6)]-°<C(yy')^-°(l + u0fl~"*9 

где u0 = u(zQ, z'Q6). Имеем теперь 

£ ll+u(z,z'6)]-°<C(yy'Y+^° %(l + u0fl^<C(yy')*++-*, 

так как ряд 2 О + ^ о ) - 1 " 8 сходится равномерно при | д с | < Х и | х ' | < Х 
по условию леммы. Лемма доказана. 

1 . 6 . Ф у н к ц и о н а л ь н ы е п р о с т р а н с т в а и и н т е г р а л ь н ы е о п е р а т о р ы . Мы 
будем рассматривать два функциональных пространства функций f(z), 
определенных на F: гильбертово пространство & комплексно значных 
функций f(z), квадратично интегрируемых по F, с обычным скалярным 
произведением 

{f,h) = \f(z)h(z)dz 
F 

и банахово пространство 35^ комплекснозначных функций f(z), компоненты 
/о ( z ) и /а (z) (а = 1 , . . . , А) которых непрерывны в F0 и П соответственно, 
причем 

I/ а (2) К О Л г £ П , 
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где (1 — вещественное число. Норма в 35ц определена следующим образом: 
п 

|| / 1 ^ = max / 0 (z) + Y max уг» \ Ы (*) \. 

Нам придется иметь дело с двумя типами интегральных операторов* 
Будем говорить, что ядро п(г,г') принадлежит типу если его ком
поненты поа, па0 и я а Р (а = 1, . . . , п\ р = 1, . . . , п) непрерывны и удов
летворяют оценкам 

\n0a(z, z ') |<C*/'~^, |лоо(г, г')\<Су-», \п<#(г9 z')\<C(yy')~», 

а ядро n00(z,z') непрерывно при z=£z' и имеет, возможно, слабую осо
бенность при z = г'. Будем говорить, что ядро m(z, z') принадлежит ти
пу ЗЛ, если оно имеет отличными от нуля только «диагональные» ком
поненты tllaaiz, ?')> Причем 

оо 
m a a (z , г') = c o s 2 n & ( * — x')m!jp(y, у') 

для ядер т^(у,уг) справедливы оценки 

\тф{у,у')\<С±ег**Ъ-у'\, с о > 0 . 

Интегральные операторы 

Nf (z) = J п (z, z') f (zf) dz', М f (z) = J m (г, г') / (г') dz' 

назовем о п е р а т о р а м и т и п а 3^ и ЗЛ соответственно, если их ядра 
принадлежат этим типам. В дальнейшем с интегральными операторами 
типа 3V и ЗЛ будем связывать операторы в пространствах ф и 35^, сохра
няя для последних обозначение соответствующего интегрального оператора. 

Нетрудно проверить справедливость следующих утверждений. 
Оператор Af типа Sft̂  ограничен и вполне непрерывен в ф при [ х > 0 . 
Оператор N типа 3?^ определен на й г + ^ - е отображает его в ЗЗ-^. 
Оператор М типа ЗЛ ограничен и вполне непрерывен в 
Оператор М типа ЗЛ определен на 95^ при любом [А и отображает 

его в 9V_2. 
Произведение двух операторов типа Ш есть оператор типа 9V 
Доказательства очевидны в случае операторов типа 3?^. Для опера

торов типа ЗЛ следует использовать оценку 
оо 
^e-my-y\y>pdy' < С ± - У Р , (1.7) 

а 

— о о < р < о о , Й > 0 , а > 0 , 

которую легко получить интегрированием по частям. 
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§ 2. Оператор А и его резольвента 

Здесь мы опишем оператор А9 который определяется оператором 
Лайласа L в пространстве 

Рассмотрим в & плотное множество ©. функций / ( г ) , обладающих 
следующим свойством: f(z) представляет ограничение на F функции / ( г ) , 
заданной на S, бесконечно дифференцируемой, удовлетворяющей условию 
периодичности 

/ ( z ) = / ( zy ) , у ( Г , 

и такой, что / ( z ) и Lf(z) равномерно ограничены при z£S. 
Если то и Lf.^S}, так как объем F конечен. Обозначим 

через А оператор, заданный в j j на области определения © соотношением 

Af -Lf, 

Л е м м а 2.1. Оператор А симметричен и неотрицательно определен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы покажем, что для всякой вещественной 

(Af, /) = [/,/]. 

(2.1) 

Доказательство леммы следует из симметрии и положительности формы 
[ / , / ] . Обозначим через £(z, Y) срезающую функцию, компоненты £ 0 (z , Y) 
и ^ а (z, F) которой имеют вид 

^(z9Y) = l9 Xa(z9Y) = £(y,Y) (a " i 1, . . . , ri)9 

где 
Ш Y) = l, a<y<Y9 Л(У,У)==09 y>2Y9 

t'y(Y,Y) = Z'y(2Y,Y) = 0. 

Здесь T > а— достаточно большое число. При больших У можно выбрать 
Z (у9 Y) так, что £,"Уу(у, Y) =0(Y~2). Пусть / ( z ) ( £). Рассмотрим 

^Lf(z)f(z)Uz,Y)dz = - ^ ^ + - ^ y (z) f (z) Y) dx dy. 
F :.. F . . 1 , 

Интегрируя по частям и используя условия периодичности, преобра
зуем этот интеграл к следующему виду: 

п 1 2Y 

I [(•£-)'+(f)'] ^ " " ' - T S S ^ J « < Г > ^ < » . К » 
F а = 1 О У 

При Г - * о о второе слагаемое имеет порядок 0(Y^l)9 так что 

[(•£")'+ • ("f" Лs (г> К) d* d y" I L f (2) / (2) £ (г> F) d2+0 } * 
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Левая часть здесь не убывает при У-^оо, а правая равномерно ограни
чена. Переходя к пределу при }Woo, получаем (2.1). Лемма доказана. 

На основании доказанной леммы нетрудно показать, что оператор 
А существенно самосопряженный. Мы получим этот результат попутно 
ниже после исследования резольвенты оператора А. Мы покажем, что 
эта резольвента является интегральным оператором, ядро которого 
получается в результате усреднения функции Грина оператора Лапла
са по группе Г. 

Рассмотрим ряд 

r(z,z':s)^-j^£k(zyz'r,.s), (2.2) 

где ядро k(z, zr; s) — функция Грина, введенная в п. 1.2. При любых 
гФ^ в компактной подобласти фундаментальной области u(z, z'y) 
ограничено снизу и на основании приведенного в предыдущем пара
графе признака ряд (2.2) сходится при любом 5 с о> 1 и представляет 
собой непрерывную функцию при указанных z и г'. При z-^zf ядро 
г (z, z'\ s) имеет слабую особенность. 

Нетрудно убедиться, что ядро г(z, zr\ s) симметрично по z и zr и 
удовлетворяет условию 

r(z, z'\ s) •= r(z, z'\ s). (2.3) 

Исследуем поведение этого ядра в окрестности параболических вершин, 
для чего рассмотрим в отдельности его компоненты г а 0 , Гоа и г ар. Будем 
считать, что а > 2. 

Рассмотрим сначала г ар при аф$. Как указано в предыдущем пара
графе, для всех 6£ Дсф | б 1 2 | > 9 > 0. Если z, z' ( П , то u(zgai z'g$) при 
аф$ ограничено снизу, и поэтому на основании леммы 1.2 

ксф(г , z';s}\ = — k\z,z'b\ s) <С(уу')*+*~° 

и это ядро непрерывно по z и z' из П. 
Для исследования компоненты r a c 6 (2 , z'; s) рассмотрим отдельно два 

слагаемых 

Гаа(г, Z'\ S).= W(Z, z'\ S) + Va(z, z'\ S) , 

где 

va(zyz';s) = ±,S? k(z, z' y ; s ) , (2.4) 
ver a 

w(z, zf's)^-^^k{zi z ' y ; s ) . 
ver e 

Штрих при сумме, определяющей ядро va(z, z ' ; s), означает, что сумми
рование ведется по всем у ( Г а , для которых у , 2 = £ 0 . Эта сумма оцени
вается аналогично га$, так что 

\v*(z, z'; s)\<C(yy')*+*-°. (2.5) 
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Сумма w(z9 г'\ s) записывается явно в следующем виде 

k——оо 

и является четной и периодической функцией переменной х — х. Соответ
ствующий ряд Фурье имеет вид 

(г, г'\ s) = t(y,y';s) + 2 £ cos 2nk(x — x')mk(y9 у'\ s), (2.6> w , 

где 

Ц У , У ' ^ ^ ^ - \ У 5 У - У<У> (2.7) * " 1 l у'-* У'\ y>y', 

а ядра mji(yt y'\ s) являются функциями Грина обыкновенных диффе
ренциальных операторов типа Бесселя 

у 

Не будем выписывать их явного выражения в терминах бесселевых 
функций, а только отметим, что для них справедливы оценки 

к 

равномерные по всем у9 у' из интервала а < г/, у' < ^ о о и всем s из ком
пактной области комплексной плоскости. 

Ядра га0 и г0а рассматриваются аналогично га$9 представляют собой 
непрерывные функции и удовлетворяют оценкам 

\rMz,z'\s)\<Cy*+*-<>9- | r o a ( z , z ' ; s ) | < C r / ' 2 + s ~ a . 

Мы видим, что ядро r(z9 zr; s) естественно разбивается в сумму 
трех ядер 

г (г, z'\ s) = t(z, z'\ s) + m(z9 z'\ s) + n(z9 z'\ s). 

Здесь ядра t(z9 z'\ s) и m(z9 z'\ s) диагональны, причем 

*aa(z, Z'\S) = t(y, у'\ s), (2.8) 

Kt{y,y'\s) дается формулой (2.7), а 

таа{г9 z'9 s) = m(z9 z'\ s), 

и m(z,z'\ s) представляет собой второе слагаемое в правой части (2.6). 
Компоненты я о 0 , па09 n 0 a и па$9 аф$9 ядра n(z9z'\ s) совпадают с r0Qr 

Гао, г0а и r ap, а=£$9 соответственно, а 

Паа ( Z 9 Zr\ S) = Va(Z9 Z'\ S), 

где va дается формулой (2.4). Все эти ядра симметричны по z и г' и 
удовлетворяют условию «вещественности» типа (2.3). Ядра m(z9z'; $) и 
n{z9zr\ s) представляют собой ядра типа ЗЛ и 9 } а _ 2 _ 8 . 
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Обозначим через R(s), T(s) , M(s) и N(s) интегральные операторы с 
ядрами r(z, z'\ s), t(z, z'\ s), m{z,z'\ s) и n(z, z'\s). Из п. 1.6 мы зна
ем, что оператор M(s) ограничен в S} при любом s, оператор N (s) огра
ничен в 5} при а^>2. 

Л е м м а 2.2. Оператор T(s) ограничен в & при с г > — . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы покажем, что при а ^ > ~ существует та

кое (х < о, что интеграл 
оо 

I = 12s - 11 у - " j 11 (у, у'; s) I у'1"-2 dy' 
a 

ограничен равномерно по у при а^у<оо. Утверждение леммы следует 
отсюда на основании известных критериев ограниченности интеграль
ных операторов в L 2 . Имеем 

сю оо 

/ < f у'0+»-2 dy' + iT-й+о Г j , ' 1 " ^ " 2 dy' = 

= yl-a-Li _1 [ y a+Li-l_ a a+Li-i] ^_ i 
a - f р — 1 a — jx 

Мы видим, что / ограничен равномерно по у при любом JLI, 1—a<p,<a. 
Лемма доказана. 

Из приведенных рассуждений следует, что интегральный оператор 

R(s) = T(s) + M(s) + N(s) 

ограничен в ф при с т > 2 . При этом интеграл 

j | г (z, г'; s) | dz' 

ограничен равномерно по z(zF при таких s. Для ядра A ( Z , z'\ s) это 
очевидно из оценок типа (2.4), для ядра m(z, zr\ s) следует воспользо
ваться оценкой (1.7), а для t.(zt zr\ s) достаточно заметить, что при 
а > 2 в доказательстве леммы 2.2 можно взять р, = 0. 

Мы покажем, что оператор R(s) определяет резольвенту оператора 
А. Пусть Ш означает плотное в ^ множество функций, представляющих 
ограничение на F бесконечно дифференцируемых, ограниченных периоди
ческих функций, заданных на всем S. 

Л е м м а 2.3. Оператор R (s) при а > 2 отображает SR- в ©. При 
этом 

(Z-s(l-s)E)R{s)f = f, /( Ш. (2.9) 

Здесь Е — единичный оператор. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / £ Ш, построим 

h(z) = R(s)f(z)= ( z , * ' ; s)f(z')dz' = ~ ^ k(z, z' y; s ) ) f(z')dz\ 
F F Ver 
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При а > 2 мы можем поменять местами порядок суммирования и инте
грирования и в силу периодичности f(z) получим 

h(z) = f £(z, г'\ s)f(z')dz'. 
s 

Функция h(z) периодична, так как k(z, zr\ s) — инвариант пары точек. 
На основании леммы 1.2 мы заключаем, что h(z) ограничена на S, 
бесконечно дифференцируема и удовлетворяет уравнению 

Lh(z)-s(l— s)h(z)=f(z). (2.10) 

Отсюда мы видим, что Lh (z) — ограниченная функция, так что h(z)^ 
£ £ и уравнение (2.10) можно переписать в виде (2.9). Лемма доказана. 

Мы получили, что область значений оператора Л — s ( l — s)E при cf>2 
совпадает с 9? и, таким образом, плотна в Следовательно, оператор Л 
существенно самосопряжен. Замыкание оператора Л обозначим через Л. Опе
ратор Л самосопряженный и неотрицательно определенный. Оператор R(z), 
рассматриваемый на всем 5?, является его резольвентой; 

Читатель, видимо, уже отметил, что мы используем не обычный 
комплексный параметр h в определении резольвенты, а положили 

К ~ s(l — s). 

Это сделано исключительно для удобства; дело в том, что уже функ
ция Грина k(z, z'\s) проще записывается в терминах переменной s. 
Комплексной плоскости переменной X с купюрой по полуоси 0^Х<оо 

^ 1 

соответствует полуплоскость с г ^ — переменной 5 с купюрой на отрез
ке — < s ^ ' l . 

2 
§ 3. И н т е г р а л ь н о е у р а в н е н и е и а н а л и т и ч е с к о е п р о д о л ж е н и е р е з о л ь в е н т ы 

Для доказательства теоремы разложения по собственным функ
циям нам надо будет знать поведение резольвенты R(s) оператора Л 
в окрестности спектра, т. е. прямой о= — . В предыдущем параграфе 

мы исследовали ядро r(z, zr\ s) резольвенты при а > 2 . Здесь мы рас
смотрим его аналитическое продолжение налево от прямой а = 2 в по
лосу Ф: 0 < а < 2 . 

Указанное аналитическое продолжение будет получено при помо
щи интегрального уравнения типа Фредгольма, справедливого для ядра 
резольвенты. Будет показано, что свободный член и ядро этого урав
нения являются аналитическими функциями 5 в полосе Ф. Свойства 
решения получатся как следствие общих теорем о вполне непрерывных 
операторах, аналитически зависящих от параметра. 

Приведем без обоснований вывод интегрального уравнения. Вос
пользуемся тождеством Гильберта 

R(s)-R (s') = [s(l-s)-s'(l-s')]R (s') R (s). (3.1) 

Положим здесь s' = и, где х — достаточно большое положительное чис
ло, и обозначим для краткости^ 

R = R(%), со = со (s) = s(1—s) — х(1 —к). 
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Уравнение (3.1) в новых обозначениях выглядит так: 

R(s) = R + a>RR(s) (3.2) 

и его можно рассматривать как линейное уравнение для оператора 
R (s), считая оператор У? известным. Это уравнение не пригодно для 
исследования R(s), так как оператор R имеет непрерывный спектр. 
Однако главную часть, порождающую этот спектр, можно выделить 
и явно обратить. 

В предыдущем параграфе мы видели, что 

R = T + M + N, 

где операторы М и N вполне непрерывны в 5} а Т — диагональный 
оператор, ядро которого задано в явном виде формулой (2.7) при s=%. 
Ниже будет показано, что 

( £ ~ c o T ) - i = £ + coQ(s), 

где Q (s) — интегральный оператор такого же типа, что и Т. Обозначим. 

V = M + N 

и перепишем уравнение (3.2) в виде 

(Е — соТ") R (s) — R -\- (&VR (s}. 

Умножая это соотношение на E + (dQ(s), МЫ получим уравнение 

R(s) = IE + (OQ(S)]R + «)[E + MQ(S)]VR(S), (3.3) 

которое уже хорошо подходит для исследования. Удобнее, однако, еще 
немного его преобразовать. Свободный член в (3.3) можно переписать 
в виде 

[Е + coQ (s) ] (Т + V) = Q (s) + [Е + coQ (s) ] V. 

Будем искать R (s) в виде . 

R(s)==Q(s) + [E + aQ(s)]B(s)[E + (i>Q(s)]. ( 3 . 4 ) 

Уравнение для оператора B(s), равносильное уравнению (3.3) для R ( s ) , 
выглядит следующим образом: 

B(s)=V + (oV[E + (x>Q(s)]B(s) (3.5) 

и будет исследовано ниже. 
Строгое исследование будет проведено по следующему плану: м,ы 

покажем, что интегральный оператор 

H(s) = V[E + «>Q(s)] 

является вполне непрерывным оператором в банаховом пространстве 
S5-i (см. п. 1.6), аналитически зависящим от параметра 5 в полосе Ф. 
Особые точки, при которых однородное уравнение 

v = (d(s)H (s)v 

имеет нетривиальное решение в не могут иметь точек сгущения в 
указанной полосе Ф. Мы покажем, что в полосе -4- «< а <^ 2 особыми точ-

22 Труды Московск. математич. о-ва, т. 17 
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ками могут быть только такие s, для которых Л, = s (1 — s) является 
собственным значением оператора А и, таким образом, неотрицательно. 

Поэтому особые точки, для которых с г > - ^ - , могут располагаться только 

на прямой а = или отрезке ~ < s < 1 вещественной оси. Далее бу
дет показано, что при любом неособом s интегральное уравнение (3.5) 
имеет единственное решение B(s) — интегральный оператор, ядро которого-
представляется в виде суммы ядра типа Ш и ядра типа % т Наконец, 
будет показано, что построенный в терминах В (s) по формуле (3.4) опера
тор R(s) совпадает с резольвентой. Окончательный результат приведен в. 
теореме 3.1 в конце параграфа. 

Начнем с описания оператора Q(s), Рассмотрим ядро 

2 s - l \yl-4f(y>9s); у>У>, 

где 

ф(У, s) = у* + а*-* ——— yl~s. (3.7) 
S + X — 1 

Полезно иметь ввиду, что функции ср(у, s) при s = - i- +ix образуют пол

ную систему собственных функций задачи 

— y 2 9 / / =rs ( l—s )<p , ф(а) = ащ' (а), 
самосопряженной в пространстве функций f(y) на полуоси а < # < с о 
квадратично интегрируемых по мере dyy~2. Ядро q(y,y'\s) при а^> —• 

является ядром резольвенты этой задачи. 
Можно проверить справедливость следующих формул, полезных в 

дальнейшем: 

q(y,y'; s)^q(y',y\s)r q(y, у'\ s) = q(y9 у'\ s), (3.8) 

оо 
qy, у'; s) =t(y, у'; x) + m(s) j t ( y , y " ; K)q(y",y'; s) у'Чу", a< к, (3.9) 

a 

Ч(У, У'\ s) - q(y, y'\ s') = [s(1 - s ) - s ' (1 - s') ] x 

oo 
X ? (#, y " ; s) q (у", y ' ; $') y~4f, a > ~~У> - p (3. Щ 

oo 

[ S ' ( 1 _ S ' ) _ S ( 1 _ S ) ] 9 ( J / ) S ' ) = j ^ . y ' j ^ c p ^ ' . s O ^ ' - V . o '<<7, (3.11) 

q(y, y ' ; s ) - q ( y , y ' ; 1 - s ) = ^ < P ( < / , s) ф (f/\ 1 - s ) . (3.12) 
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При помощи ядра q{y,y'\s) строим интегральный оператор Q(s). 
Его ядро q (z, zr\ s) диагонально и компонента qaa дается формулой 

qaa(z, г'\ s)=q (у, у'; s). (3.13) 

На основании формулы (3.9) и оценок типа использованных при 
доказательстве леммы 2.2 можно проверить справедливость следующих 
утверждений: 

Оператор Q(s) ограничен в ф и аналитически зависит от s в полу-
. 1 

плоскости а > —. 
2 

Пусть х > 2 . Оператор Q(s) осуществляет отображение пространства 
95 1 в пространство $5Г, аналитически зависящее от s в полосе Ф. При 
этом, если / ( 95__ь то Q(s ) /^95i -o . Соотношение 

Q(s) = T + aTQ(s) (3.14) 

справедливо как операторное соотношение в ф при а > - ^ - и в 95_! при 

0 < а < 2 . 

Пусть or > ~-f f (• 23__i и h = Q (s) f. Тогда при у - » oo 

ha(z)^-ha(y) j cp (y ' , * ) + 0 ( 1 ) . (3.15) 
n 

Для любого оператора M типа ^произведения Q(s)M и MQ(s) име
ют смысл в 95х и 95 1 соответственно, и при этом 

MQ(s) = Q(s)M = 0. (3.16) 

Действительно, компоненты ^ a a (z, z'\ s) и maa(z,z') этих ядер ортого
нальны как функции переменной х или х . 

Перейдем к исследованию оператора 

Я (s) = V + со (s) VQ (s). 

Фиксируем некоторое х > 3 + е, так что 2 + е — х < — 1. Пространство 
95 1 обозначим через 95. Оператор # ( s ) определен и ограничен в 95 при 
0 < с г < 2 и аналитически зависит от s в этой полосе. Действительно, при 
нашем условии оператор V представляется как сумма оператора типа Ш 
и типа 95х и отображает 95г в 95_ ь в то время как Q(s) отображает 95_i 
в ^5j. Более точно, Н (s) отображает 95 в 95_i_8 при е > 0 . Нетрудно ви
деть, что множество равностепенно непрерывных функций, ограниченных 
в 95д-, компактно в 25д при р/ < р,. Отсюда следует 

Л е м м а 3.1. Оператор Н (s) определенен при любом s из полосы 
Ф : 0 < a < 2 как вполне непрерывный оператор, аналитически зависящий 
от s. 

Рассмотрим однородное уравнение 

v = a(s)H(s)v. (3.17) 

Назовем о с о б ы м и т о ч к а м и такие s в полосе Ф, при которых эш 
уравнение имеет нетривиальное решение в 25. Из общей теории вполне 
непрерывных операторов, аналитически зависящих от параметра, следует» 
что особые точки располагаются в полосе Ф дискретно. 

22* 
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Л е м м а 3.2, Если s = а + it особая точка, причем о > — us=fc-— 
2 2 

то X = s (1 — s) является собственным значением оператора А. 
Пусть о (г) — некоторое решение уравнения (3.17), где s — рассматри

ваемая особая точка. Рассмотрим функцию 
q(z)=r.v + (d(s)Q (s) v. 

Ниже мы покажем, что я|) £ ф. В этом случае уравнение (3.17) можно 
переписать в виде 

= со + coQ (s) ] 

как уравнение в ф. Умножая его на £ — соГ, получим, что г|? удовлетво
ряет уравнению г|? = со/?г|), или подробнее 

(3.18) 
s (I—s)—х(1—х) 

и является, таким образом, собственной функцией оператора А с соб
ственным значением X = s ( l — s ) . 

Докажем теперь, что if> £ 5>. В случае с г> ~ - это тривиально, так как 

г|) ( 95i_ a, a 95i_aCfe' при с г > — . При сг = — функция я|э(г), вообще го-
2 2 

воря, не квадратично интегрируема. Положим =v+(oty19 где 1^;=* Q(s)tf 
и на основании (3.15) 

^ l a (Z) = ljl~s j <P.(#t S ' ) r f z ' + 0 ( 1 ) . 

II 
Мы докажем, что первый член здесь исчезает. Для этого умножим обе 
части уравнения 

v(z) = (dVty(z) 

на yp(z) и проинтегрируем по всей фундаментальной области. Вслед
ствие вещественности и симметрии ядра оператора V мнимая часть 
выражения, полученного справа, исчезает. Мнимая часть выражения 
слева выражается в терминах ядра q(y,y'\s), и на основании (3.8) мы 
имеем 

п _____ 

E\§l4(y,y''>s) — q(y,y'\ 1 - s ) ] va(z)va(z')dzdz'= 0. . 
а=т It 

Преобразуя это выражение при помощи (3.12), мы получим 

^\J4>(y,s)va(z)dz^0^::r 
<х=1 П 

что нам и требовалось. Мы видим, что ^ £ $}, так что £ ф. Лемма 
доказана. 

Заметим, что если s = -~ + it — особая точка, то s' = 1 —s = s так
же является особой. Действительно, из доказанной леммы следует, что; 
если V удовлетворяет (3.17) и и £ 85, то 

[Q{s) — Q(l—s)]v = 0, v = a>H(l—s)v. 
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Справедливо утверждение, в некотором смысле обратное лемме 3.2. 
Л е м м а 3.3. Пусть ф ^ & —собственная функция оператора А с 

собственным значением X > 0. Тогда v = о|) — соГг|) £ 95 и удовлетворяет 
уравнению (3.17), где s определяется условием X=s(l—s) однозначно при 

о^>— и с точностью до комплексного сопряжения при в = —. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция удовлетворяет уравнению (3.18), 

которое можно переписать в виде 

(E--(dT)^==a{M + N)q>==(x)V^. (3.19) 

При помощи оценок, подобных приведенным в § 1, можно показать, что 
если г|з ( ф, то v = ©Уяр ( 95. Уравнение (3.19) в терминах v имеет вид 

v = о)1Л|> = соК [£ + coQ (s) ] и - со (s) Я (s) v. 

Лемма доказана. 
Из полученных результатов следует, что дискретный спектр опе

ратора А состоит из собственных значений конечной кратности, рас
положенных на неотрицательной части вещественной оси 0 ^ Х < о о 
и не имеющих точек сгущения на конечном интервале. 

Мы можем теперь перейти к исследованию уравнения 

B(s)^V + a>(s)H(s)B(s). (3.20) 

При наших условиях его свободный член V представляет собой сумму 
оператора типа $lv ядро которого имеет слабую особенность, и.опера-
тора типа ЗЛ. Для исследования удобнее рассмотреть оператор 

ад = А ( 5 ) - У , 

который удовлетворяет уравнению, такому же как и B(s) 

B1(s) = B0(s) + ay(s)H(s)B1(s)1 (3.21) 

но с другим свободным членом 

B0(s) = <oV[E.+ iuQ(s)]V. 

С помощью уже стандартных для нас оценок можно показать, что 
ядро b0(z, z'\ s) интегрального оператора B0(s) является ядром типа 31х 

и его компоненты непрерывны. Перепишем уравнение (3.21) в терми
нах ядер входящих в него операторов 

Ъх (г, г'\ s) = b0 (z, z ' , s) + со J ft(z, z!r; s) Ьг (г", г'; s)dz". (3.22) 
п 

Это уравнение для ядра b\(z,z'\s) как функции переменной г, а пере
менные г' и 5 являются параметрами. Мы можем считать, что ядро 
bo(z,z'\s) как функция г является элементом пространства 95 зави
сящим непрерывно от zr в F0 или Fa и аналитически от 5 в полосе Ф. 
При этом 

| | 6 0 ( . , *'g*;s)\Ui<Cy'-\ г ' £ П ( а = 1, . . . , л). 

Поэтому уравнение (3.22) можно рассматривать как уравнение в 95, 
и на основании полученных выше результатов его решение b\(z, zr\ s) 
представляет собой ядро типа 3^, аналитически зависящее от 5 во всей 
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полосе Ф, за исключением особых точек, где оно имеет полюса конеч- -
ной кратности. 

Мы получили следующий результат: Существует интегральный опе
ратор В (s), который 

1. представляется в виде суммы 

B(s) = M + N(s) 
операторов типа ЗЛ и 3^; 

2. ограничен в 95 и аналитически зависит от s в полосе Ф, за ис
ключением особых точек, где он имеет полюса конечной кратности; 

3. удовлетворяет уравнению (3.20). 
Ясно, что интегральный оператор B(s) определяет ограниченный 

оператор в 1Q. При этом при а > ~~~ уравнение (3.20) можно переписать 

в виде (3.5). Покажем, что ограниченный в ф оператор 

R(s) = Q(s) + [E + (*Q(s)]B(s)[E + coQ(s)} (3.23) 

является резольвентой оператора А. Заметим, что уравнение (3.2). опре
деляет резольвенту однозначно: всякий ограниченный оператор R, ко
торый при некотором неособом s с а > у ему удовлетворяет, совпа
дает с резольвентой. Ясно поэтому, что нам достаточно показать, что 
построенный в (3.23) оператор R(s) удовлетворяет уравнению (3.2). 
Для этого умножим (3.5) на E + toQ(s) справа, выразим B(s) через 
R(s) по формуле 

В(s) = (£Г - о)Г) [R(s) + Q(s)j (Е - соГ), (3.24) 

эквивалентной (3.23), и получим уравнение 

(Е - соГ) [R (s) - Q (s)\ = V [Е + coQ (s)] + coF IR (s) - Q (s)\, 

которое приводится к (3.2), если вспомнить, что 

R=V:+T, ( £ - © T ) Q ( s ) = T . 

При а < ^ ~ формула (3.23) перестает иметь смысл в Однако ее 

правую часть можно рассматривать просто как композицию интеграль
ных операторов, и она дает искомое аналитическое продолжение ядра 
резольвенты г (г, z'\ s) в полосу Ф. 

Рассмотрим поведение ядер r(z,z'\s) и b(z,z';s) в окрестности 

особых точек, для которых а ^ — . Как мы уже знаем, если Б^Ф ——• 

такая особая точка, то ko = s0(l—s0) — собственное значение конечной 
кратности оператора А. Пусть г|э*(х= I, т) соответствующая система 
ортонормированных собственных функций, которые можно выбрать ве
щественными и непрерывными из 95. В окрестности s0 ядро г (г, z'\s) 
как ядро резольвенты самосопряженного оператора имеет простой по
люс, так что 

т 

г(г>г';*)= ) ' ; V ^ ( z ) f r (z') + г, (г, z'; s), (3.25) 
X0 — s(\—s) 
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где r t ( z , г'\ s) аналитично по s в окрестности s 0 . Для ядра b(z, z'; s) на 
основании (3.24) имеем отсюда 

т 
Ь(г, z'; s) = — Ц l- V vt (г) vt (z') + bx(z, z'; s), (3.26) 

2SQ — 1 S SQ Jmm 

где 

vt (z) = [E - со (sQ)T] (z) (* = 1, . . . , m), 

и bi(z, z'; s) аналитично в окрестности sQ. 
Сформулируем основные результаты, полученные в этом пара

графе. 
Т е о р е м а 3.1, Ядро r(z,z'\ s) резольвенты оператора А при фикси

рованных zф>z/ имеет аналитическое продолжение из полуплоскости 
а > 1 в полосу Ф, обладающее следующими свойствами: 

1. r(z,z';s) совпадает с ядром интегрального оператора, который 
строится по формуле (3,23) по операторам Q(s) и B(s). 

2. Ядро q(z,z'\s) оператора Q(s) явно задано формулами (3.13) 
и (3.6), а ядро b(z,z'\s) оператора B(s) представляется в виде суммы 
ядер типа Ш и 3^. 

3. r(z,z';s) аналитично по s во всей полосе 0 < а ^ | 1 кроме дис
кретно расположенных особых точек, в которых оно имеет полюса ко
нечного порядка. 

4. Полюса s = а + ft, для которых а > располагаются только 

на прямой а = ~- и интервале ~ <; s < 1 вещественной оси. Все эти по

люса, кроме, возможно, полюса в точке s = —, простые. Главные части 

$ них приведены в (3.25). 
В заключение этого параграфа укажем, что тождество Гильберта 

(3.1) выглядит в терминах ядра оператора B(s). Если подставить в 
(3.1) выражение (3.23) для R(s) и воспользоваться формулами (3.13) 
и (3.10), то после некоторых преобразований получится соотношение 

B(s)~ _3(s') = 

= Is (1 - s) - s' (1 - s')] X В (s) [E -j~ со (s) Q (s)] [E + оз (s') Q (sf)]B (s '), (3.27) 

которое имеет смысл в 5? при всех s, s', для которых а, а ' > — . . 

§ 4. Собственные функции непрерывного спектра и теорема разложения 

Здесь мы используем полученные в предыдущем параграфе резуль
таты для построения системы собственных функций непрерывного 
спектра оператора А и доказательства теоремы разложения. 

Обозначим через ф р (z,s) (Р=1, п) набор кусочно гладких функ
ций на F, компоненты которых задаются следующим образом: 

Фа (2, S). = барф (У, S), фб (г, S) = 0. 
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Здесь б ар — символ Кронекера. Функции фР (z, s) при фиксированном г 
аналитичны по s на всей плоскости и при фиксированном s принадлежат 
пространству 25д, p, = max(a, 1 — а ) . Через W(s) обозначим оператор 

g Г (s) = со [£ + со Q(s)] 5 (s) = со 5 (s) + о 2 Q (s) N (s). (4.1) 

который определен при любом неособом s из полосы Ф и отображает 
95 2 - 8 в 95i_ a. Рассмотрим набор функций 

^ ( z , s ) = q#(z, s) + r ( s )9P (z , s) ( р = 1, . . . , л) (4.2) 

и перечислим их свойства, которые [следуют из известных нам результа
тов. 

При фиксированном z функции .tfP(z,-s) аналитичны по s в полосе Ф 

за исключением особых точек, для которых сг<— или расположенных 

1 1 ' * 

в интервале — < s < l ; в окрестности прямой а = — , за исключением,. 
2 «. 2 

возможно, точки s = — , эти функции аналитичны. Действительно, как 
2 . 

следует из (3.26), в окрестности особой точки s 0 , для которой а0 = - i - , 

функция (z, 5 ) имеет вид 
т 

^ ( I F S ) ; _ _ « _ _ L L _ V Г У , ( 2 ' 5 ) ф Р ( 2 ' , 5 ) ^ ' + ^ ( 2 ) 5 ) , 

2s 0 — 1 s — s 0 --J J 

где % ( £ , s) аналитична в окрестности s 0. Интеграл в первом слагаемом 
можно записать в виде 

j typ(z , s)q>(#, s)dz. 
п 

и на основании леммы 3.2 он исчезает. 
При фиксированном^ из Ф функция i|$(z, s) является элементом Я5Д̂  

где уь = max (сг, 1 — а ) . Из определения (4.2) и уравнения (3.5) для B(s) 
можно убедиться, что ^(z,s) удовлетворяет уравнению 

tf(z,s)= — ^ 1 RWtf(z,s). (4.3) 
s (I —s) — X (1 —х) 

Отсюда примерно так же, как при доказательстве лемм 1.1 и 2.3, мож
но показать, что ^ (z,s) имеет периодическое, бесконечно дифферен
цируемое продолжение на всю плоскость S и удовлетворяет уравнению 

1д|)Р(г, s) = 5 (1 — s ) ^ ( z , s), i ^ ( z y , s) = i|)P(z, s) у ( Г, 

и является, таким образом, автоморфной собственной функцией опера
тора Лапласа. 

Функция г|?р (z, s ) , вообще говоря, комплекснозначна, причем 

ifp( 2 , s) = ij£ (z, s)'. (4.4) 
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При помощи функций г|)р (z, 5) можно явно описать аналитическое 
продолжение резольвенты R(s) налево от прямой а = — . Пусть 5 та
ково, что 5 € Ф и 1—5 6 Ф и обе эти точки не особые. Тогда имеет ме
сто равенство 

п 

r(z,z';s)-r(z,z'; l-s)= о

 1 ' V^(z,s)^(z', 1 - s ) . ( 4 . 5 ) 
2s —1 * J 

Для доказательства рассмотрим тождество Гильберта (3.1), справед

ливое для-5 и s' с а, о г / > " ~ и подставим в правую часть вместо R(s) 

и R(s') их выражения типа (3.23) через Q(s) и В (s). После неболь
ших преобразований, используя (3.10), получим 

R— R> = + со (£ + coQ)B] (Q - Q') [В' (Q' со' + Е) со' + £ ] + 

+ (со - со') [Е + coQ) BQ' + QB (Q'co' + Е) + 

+ (Я + coQ)В(Е + coQ + co'Q') В' ( Q V + £ ) ] , 

где # = # ( s ) , Я ' = R(s'), В = B(s), В' = B(s') и т. д. Правая часть 

здесь аналитична но 5 и s' во всей полосе Ф, если ее понимать просто 
как композицию соответствующих интегральных операторов. В частно
сти, мы можем положить в этом равенстве s / = = l — s . Второе слагаемое 
в этом случае пропадет, а в первом следует заметить, что для ядра 
Q(s) имеет место равенство 

п 

q(z,z'; s)-q(z,z'; 1 - s ) - ^ - р qA(z, s)^(z', 1 -s), (4.6) 

как это следует из (3.12). Формула (4.5) получается, если использо
вать определение функции г|?р (z, s) и симметрию ядер q(z,z';s) и 
b(z, z'; s). 

В окрестности параболических вершин имеет место следующая 
асимптотика: 

qUz>s) = ysbafi + Sav(s)yi-* + 0(l), (4.7) 
где 

(s) - a*-* S ~ K б а Р + со2 (s) Г f ер* (z , ( z , z '; 5 ) ф Р ( z ' , s) dz dz' 
s •+ x — 1 J J 

и /i(z, z'; 5) —ядро оператора N(s). Для доказательства следует исполь
зовать явное выражение (3.7) для ф(у, s ) , формулу (3.15) и заме
тить, что 

В (s) ф̂  (z , 5) = N (s) ф̂  (z , s), 

так как ТИ-фР = 0 по тем же основаниям, что и (3,16). Матрица Sa$ ($) 
аналитична по s в полосе Ф, за исключением особых точек, для кото
рых сг< — , и расположенных в интервале — < s < l , причем а 

2 2 
последних она имеет только простые полюса. 
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Имеет место соотношение 

£ S a Y ( s ) S Y p ( l - s ) = 6 a P . (4.8) 

Доказательство аналогично выводу (4.5). После некоторых преобразо
ваний тождество Гильберта (3.27) дает для s'=l—5 

B(s) — B(l —s) = со2(s)B(s) [Q(s) — Q(l—s)] B(l — s). 

Для вывода (4.8) следует записать это соотношение в терминах ядер 
участвующих в нем операторов, умножить полученное выражение на 

еФа (<г, 5)ф р (г у , 1—s), проинтегрировать по z и г' по всей области F и 
воспользоваться (4.6) и равенством 

ф ( ^ 5 ) - ф ( у , 1— s ) — s ~ * а 2 5 - 1 , 
S + к — 1 

которое нетрудно проверить на основании явного вида ф(#, 5 ) . 
Пользуясь соображениями, аналогичными использованным при вы

воде (4.5) и (4.8), можно получить еще одно соотношение такого типа 

tf(z,s)= %V*(z;\—s)Sa»(s).- ' (4.9) 
a=l 

Покажем теперь, что функции ty^^z, + it^, t > 0 , образуют полную 

систему собственных функций непрерывного спектра оператора А. Соот

ветствующие собственные значения + t2 пробегают полуось - ~ < A , < o o t 

Для точной формулировки результата обозначим через J} 0 гильбертово 
пространство комплекснозначных вектор функций l(t) — (lx(t)t..., ln(t)), 
заданных и квадратично интегрируемых на полуоси 0 -< / < о о . Скалярное 
произведение в i? 0 зададим следующим образом: 

оо П 

( g ' 1 1 ) 0 = f S g c t ( 0 

О а=1 
Определим самосопряженный оператор А0 на соответствующем плотном 
множестве в ф 0 равенством 

через R0(s) обозначим его резольвенту 

R0(s) = (A0-s(l-s)E0)-\. 
Здесь Е0 — единичный оператор в ф 0 . Наконец, пусть Р — проектор на 
инвариантное подпространство оператора Л, натянутое на его собственные 
функции дискретного спектра. 

Т е р е м а 4.1. Преобразование U: определенное формулами 

1цц = ^ ( г , ± + ity(z)dz, (4.10) 
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изометрически отображает & на все ф 0 . Имеют место равенства 

UV = E — P, UU* = E0. (4.11) 

Для любой ограниченной функции h(t), заданной на полуоси 0 < / < о о , 

Uh(A) = h(A())U. (4.12) 

Сформулированное утверждение представляет собой теорему раз
ложения произвольной функции / ( z ) € cfc в ряд и интеграл по собст
венным функциям оператора Л. В частности, из нее следует, что опера
тор Л имеет только дискретный спектр, описанный в предыдущем па
раграфе и п-кратный лебеговский спектр, каждая ветвь которого за
полняет полуось— г с : ^ < о о . После того, как известны все перечисленные 

4 
выше свойства функций (г, s ) , можно дать много способов доказа
тельства теоремы 4.1. Мы приведем здесь один из них, близкий к методу 
общей теории возмущений непрерывного спектра, изложенному в [14]. 

Пусть f{z)— ограничена на F. Тогда интеграл (4.10) сходится абсо
лютно'и определяет непрерывную функцию %(t), ограниченную в любом 
конечном интервале, не содержащем t = 0. Рассмотрим интервал а < т < 6 

на прямой а = — , не содержащий особых точек. Имеем на основании 

(4.4) и (4.5) 
п b 

(3=1 а 

b 

= ^ l 2 x d x \ l \ r ( z , г'; ±- + iT^-r(z,z'- ±-ix^f&)f(z')dzdz'. 
a F F 

Все интегралы сходятся абсолютно, поэтому мы свободно меняем по
рядки интегрирования. На основании общей формулы 

b b 

С(dEJ, f) = - L - lim Г([R(% + (г) — R (k - fe)]/,- f) dk, 
a a 

связывающей резольвенту и спектральную функцию любого самосопря
женного оператора, мы можем записать последнее соотношение в виде 

п ь Т + Ь 2 

[|5э(01"Л= J № / , / ) , 

где Ех[ — спектральная функция оператора Л. Разбивая всю полупря

мую s = — + it на интервалы, не содержащие особых точек, и суммируя 

вклады от интегралов рассмотренного типа, мы получим, что 

(I, Do = ( [ £ - Р ] / , / ) < ( / , / ) , 
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так как особые точки совпадают с дискретными собственными значе
ниями. Мы получили, что £(Е 5>0 и справедливо первое соотноше
ние (4.11). 

Для доказательства второй формулы (4.11) рассмотрим вспомога
тельную функцию 

г|)Р (z, s, е) = (z, s) + W (s + е) фР (z, s). 

Здесь е — некоторое положительное число. При е -> О г|) р (г, s, е) сходится 

к xj?fl(z, s) равномерно в метрике 58^. Если сг = — , то я|)р(г, е) — • 

— Фр (z, s) £ 23 1 , что позволит нам произвольно менять порядки инте-

грирования в последующих преобразованиях. Рассмотрим 

7 a | 3 (s , s ' , e ) = J h|) a ( z , s ' , e ) ^ ( z , s, e) — ф а ( г , s ' ^ ( z , s)] dz, 
F 

где s и s' — некоторые точки на прямой а = ~ . При е > О этот интеграл 

сходится абсолютно и его можно записать в виде 

•/op(s, s', е) = j j x ( z , z'; s, sY8)<p a (z, s ' Jq^z ' , s)dzdz\ 
F F 

где A ( Z , z ') — ядро интегрального оператора 

X - Г (s' + е) + l T ( s + 8 ) + l T ( s + 8 ) W(s' + e). 

Здесь W*(S + E) —интегральный оператор с ядром co(z', Z\ S). Исполь
зуя определение (4.1) оператора W(s) и тождество Гильберта .(3.27) г 

можно преобразовать это выражение следующим образом: 

Х= со' (Е + w'Q') В' +В(Е + coQ) ю + со'юВ (Е + © Q ) (£ + co'Q') В' .= 

= V ( £ + c o ' Q ' ) + - - ^ ^ ( 4 Л З > 
со — со J L 0) —со J 

Здесь для кратности обозначено В = B(s + е), В' =В(s' + в) и т. д. Вы
ражение для / a p(s , s', е) упрощается далее на основании формулы (3.11), 
которую можно переписать следующим образом: 

Q(s)q>(z, s') = — Ф (*,«')> a > a \ 
0 — ( О 

Получим, например, для вклада от первого слагаемого в (4.13) 

Л = f [Ь(г,г'\ s' + e)4a(z,s'y^(z'J)dzdz'\<o' + -
J J [ ( О — со (s) со —со J 
F F 

Интеграл здесь равномерно ограничен, а множитель в квадратных скоб
ках исчезает в пределе при е->0. Аналогично ведет себя вклад от вто
рого слагаемого в (4.13). 
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Умножим теперь / a P ( s , s\ е) при s = -- + it, s' = — + it' на £ а(0£р(П» 

где g a ( f ) — достаточно гладкие функции, сосредоточенные на конечном 
интервале, и проинтегрируем по t и f . Полученное соотношение можно 
записать в виде 

(и11,и11) = (1Л)о + о(1), (4.14) 

где оператор Ue строится по -фР (г, s, е) так же, как U по фР(г, s). 
Здесь мы воспользовались полнотой и ортонормированностью функций 

<р [у, ~^~ + ^ н а интервале 0 < f < o o . В (4.14) можно перейти к пределу 

при е~*0 и в результате мы получим второе соотношение (4.11). 
Уравнение (4.3) для -фР(г, s) во введенных терминах можно записать 

в виде 

£/Д(х) = Я 0 ( х ) £ / , 

откуда следует, что для любой ограниченной функции h(t), 0^!^<оо 
справедливо соотношение (4Л2). Теорема доказана. 

В заключение покажем, что функции ф Р ( г ; 5) представляют собой 
аналитическое продолжение налево от прямой о = 1 рядов Эйзенштейна, 
введенных Маасом в [1]. В наших терминах эти ряды выглядят следую
щим образом 

£ P ( ^ , s ) - 2 ( I m z Y ) s , 

где сумма берется по представителям классов Гр/Гоо. Из [1] и [16] из
вестно, что эти ряды абсолютно сходятся при сг>1 и являются авто-
морфными собственными функциями оператора Лапласа с собствен
ными значениями X=s(l—s). В частности, они удовлетворяют уравне
нию типа (4.3) при достаточно большом х. В окрестности параболиче
ских вершин эти ряды имеют асимптотику 

Покажем, что в полосе 1 < а < 2, где функции фР (г, s) и £Р (г, s) опреде
лены одновременно, они совпадают. Действительно, их разность %Р (г, s) = 
= ^(z,s)— £P(z,.s) ограничена на фундаментальной области, так что 
%P(z, s )£J} удовлетворяет уравнению (4.3). На основании неоднократно 
использованной нами единственности %Р==0. и, таким образом, 

ЕР (г, s) = i|)P(z,s), 1 < а < 2 . (4.15) 

Функция фР (z , s) осуществляет продолжение ряда £ р (z, s) в полосу 
О < а ^ 1. При помощи соотношения типа (4.9) можно получить про
должение рядов Эйзенштейна на всю плоскость. 

Поступило 
5. III. 1966 
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