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Введение 

Настоящий обзор посвящен в основном следующей задаче: решение 
уравнения 

^ — Й Г * ( ^ к) + Ж*)Ъ(*, к) = Щ(х, /с), (0.1) 
ф(0, &) = 0 (0.2) 

при условии, что потенциал q{x) достаточно быстро убывает прих—> со, 
имеет асимптотику 

ф(ж, k)^C(k)sm{kx-ii{k)). (0.3) 
Спрашивается, насколько задание функции т] (к) определяет функцию q (x) 
и как связаны их свойства. 

Сформулированная задача возникла в квантовой теории рассеяния. 
Дело в том, что оператор L, определяемый уравнением (0.1) и условием 
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(0.2), является простейшим примером оператора энергии, который встре­
чается в теории рассеяния, а функция S (к) = e~2iri W представляет собой 
простейший прихмер ^-матрицы или оператора рассеяния. Эта задача 
является примером общей задачи о выяснении связи ^-матрицы и опера­
тора энергии в теории рассеяния. 

Впервые введенная Уиллером, ^-матрица получила большое примене­
ние в теории рассеяния после работ Гайзенберга [1]. В этих работах 
используется стационарное определение ^-матрицы: волновая функция, 
описывающая стационарное состояние системы (мы для простоты ограни­
чиваемся случаем системы, состоящей из двух частиц), имеет в коорди 
натном представлении асимптотику при увеличении расстояния г между 
частицами 

^ о э ^ + 'Р,, (0.4) 
где W± соответствует расходящимся, а 1Р2 — сходящимся волнам, так что 
W± содержит множитель eikr, где к~ волновое число, характеризующее 
энергию состояния W, a W2 пропорционально e~ikr; ^-матрица связывает 
амплитуды при этих множителях. 

В нашем примере 

ф (х, к) ^ ^ ~ [е{кх-ч <*> - e-ikx+iT> (*>], (0.5) 

т. е. первое слагаемое соответствует расходящейся волне, а второе—схо­
дящейся, и их амплитуды связаны множителем 

S(k) = e~^(h\ (0.6) 
который является ^-матрицей для нашего примера. 

Теория ^-матрицы Гайзенберга получила дальнейшее развитие в рабо­
тах Мёллера [2], который дал нестационарное определение ^-матрицы, 
физически более [оправданное. Нестационарная постановка задачи рассея­
ния с тех пор получила большое развитие (см. дополнение) и может быть 
сформулирована следующим образом. 

Оператор энергии системы составлен из двух слагаемых 
L = L0 + V, (0.7) 

причем LQ соответствует энергии свободных частиц и V—iix взаимодей­
ствию. Задолго до столкновения частицы двигались свободно, так что 
при t-^ — co их состояние описывается вектором Q_(t)1), зависимость 
которого от времени определяется оператором L0: 

Q. (t) = e-iLot£_, (0.8) 

где Q_ — постоянный вектор, характеризующий начальное состояние. 
При конечных временах вектор состояния Q (t) является решением урав­
нения Шредингера с полным оператором энергии 

i^m==LQit)={Lo+v)Q{t) (о.9) 

2) Под вектором состояния мы в соответствии с установившейся терминологией 
понимаем элемент гильбертова пространства состояний, в котором действуют все 
операторы. 
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и начальное состояние Q_(t) принимается в смысле предела 

lim | | Q ( * ) - S _ ( 0 | l = 0. (О.Ю) 

Через большой промежуток времени после столкновения движение частиц 
снова становится свободным, так что при t —> оо справедлива асимптотика 

| | Q ( * ) - Q + ( 0 H - » 0 , (0.11) 

где Q+ (t) = e~iL^lQ+. Процесс рассеяния выражается в изменении асимпто­
тического вектора состояния. 

Оператор S, связывающий амплитуды асимптотических векторов Q+ 

и Q_ по формуле 
Q+ = 5Q_, (0.12) 

носит название оператора рассеяния или ^-матрицы. 
В §3 будет показано, что данная формулировка справедлива для рассма­

триваемого примера, причем ^-матрица определяется функциейS(k)=e~~2i^k\ 
которая участвует в стационарном определении ^-матрицы. Этот факт являет­
ся выражением общего положения о связи стационарного и нестационарного 
определений ^-матрицы в том случае, когда справедливы оба определения. 

Гайзенберг пришел к рассмотрению ^-матрицы в связи с убеждением, 
что для преодоления трудностей современной релятивистской теории эле­
ментарных частиц необходимо ввести в рассмотрение новую фундаменталь­
ную постоянную размерности длины. В связи с этим он анализировал, какие 
понятия современной теории не противоречат гипотезе существования фунда­
ментальной длины и останутся в будущей теории, считая, что в основу сле­
дует ставить величины, наблюдаемые на опыте. В этом смысле ^-матрица 
удовлетворяет требованиям Гайзенберга. Действительно, ^-матрица опи­
сывает волновую функцию на больших расстояниях и не противоречит гипо­
тезе о фундаментальной длине и через ее матричные элементы выражаются 
эффективные сечения рассеяния, непосредственно измеряемые на опыте. 
Более того, Гайзенберг считал, что дискретные уровни, соответствующие 
связанным состояниям частиц должны определяться из аналитического про­
должения ^-матрицы на комплексную плоскость по энергии. 

В связи с предположением Гайзенберга о более фундаментальной роли 
iS-матрицы по сравнению с гамильтонианом встал вопрос о выяснении связи 
между этими двумя характеристиками системы, особенно в смысле определе­
ния гамильтониана по 6-матрице, в тех теориях, где оба эти понятия опре­
делены. Кроме того, обратная задача, т. е. задача восстановления оператора 
энергии по его ^-матрице, может иметь большое практическое значение для 
интерпретации экспериментальных данных по рассеянию и определения раз­
личных характеристик частиц, не измеряемых непосредственно на опыте. 

Простейшим примером является радиальное уравнение из теории рассея­
ния на фиксированном сферически симметричном центре, 

- £ Ж А) = ( ~ ^ - + 9 (*) ) Ф (*,к) = Щ (х, к), (0.13) 

которое для случая / = 0 уже упомянуто нами. 
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Первые попытки решения обратной задачи для этого примера были 
предприняты Фрёдбергом [3] и Хиллераасом [4], которые разработали фор­
мальную процедуру решения задачи с помощью рядов, сходимость которой 
была весьма правдоподобной. Однако Баргман [5] построил явные примеры 
различных потенциалов, имеющих одну и ту же функцию S(k) и одни и те же 
дискретные уровни, показав тем самым, что по этим характеристикам потен­
циал восстанавливается неоднозначно. Левинсон [6] показал, что эта неодно­
значность должна быть связана с существованием дискретного спектра. 
Именно, он доказал теорему единственности восстановления потенциала в слу­
чае отсутствия дискретного спектра. Точная математическая причина этой 
неоднозначности была выяснена В. А. Марченко [7]. Он показал, что £-функ-
ция *) определяет непрерывную часть так называемой спектральной функции 
уравнения (0.1). В случае существования дискретного спектра для определе­
ния спектральной функции, кроме положения собственных значений, надо 
задавать еще, например, значение при х=0 производных соответствующих 
нормированных собственных функций. В. А. Марченко [8] показал, что спек­
тральная функция однозначно определяет потенциал. Таким образом, 
В. А. Марченко связал рассматриваемую задачу с так называемой обратной 
задачей Штурма—Лиувилля, уже обсуждавшейся в математической лите­
ратуре. Аналогичный результат был примерно в это же время получен 
Боргом [66]. Независимо Джост и Кон [9], [10], развивая методику Левин-
сона, пришли к тем же выводам о причине неоднозначности и дали явное 
выражение семейства потенциалов, которые имеют одинаковую ^-функцию 
и положение дискретных уравнений вместе с исходным потенциалом q(x). 
Аналогичную формулу получил Холмберг [11]. 

Процедура явного построения потенциала без особенности типа —^— 

по спектральной функции была получена И. М. Гельфандом и Б. М. Левита­
ном [12], которые свели задачу к линейному интегральному уравнению. 
В их работе сформулированы условия в терминах спектральной функции, 
достаточные для того, чтобы она являлась спектральной функцией некоторого 
Зфавнения с потенциалом из определенного класса. 

Результаты Гельфанда и Левитана по обратной задаче Штурма—Лиувил­
ля сейчас же были применены к обратной задаче теории рассеяния Джостом 
и Коном [13] и Левинсоном [14]. В работе [13] получена формула для се­
мейства эквивалентных потенциалов, имеющих одну и ту же ^-функцию 
и дискретные уровни. 

Более точные условия на спектральную функцию (доведенные до необ­
ходимых и достаточных) были получены М. Г. Крейном [15], работой которого 
была закончена общая проблема восстановления уравнения (0.1) по его спек­
тральной функции. Однако, поскольку переход от -б'-функции к спектральной 
функции не совсем тривиален, в обратной задаче теории рассеяния оставался 
не выясненным вопрос о характеристике класса возможных б'-функций, кото­
рым соответствуют потенциалы из определенного класса. 

1) Мы будем использовать термин ^-функция для названия оператора рассея­
ния для нашего примера. 
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Эта задача была решена М. Г. Крейном [16] и В. А. Марченко [17], 
которые показали, что ряд условий удобно формулировать в терминах пре­
образования Фурье функции S(k)—1. Так, В. А. Марченко показал, что 
потенциал q(x) обладает такими же свойствами при х—>0 жх—>оо, как произ­
водная от этого преобразования Фурье. Окончательные неравенства, полу­
ченные В. А. Марченко, позволяют формулировать необходимые и достаточ­
ные условия на ^-функцию с тем, чтобы ей соответствовал потенциал из опре­
деленного класса. 

После основных работ И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана, М. Г. Крейна 
и В. А. Марченко появилась большая литература, посвященная переносу 
их результатов на различные уравнения: уравнение с особенностью типа 

- Ц | г - , уравнение на всем промежутке — со < х < оо, системы уравнений, 

релятивистские уравнения. Краткий обзор дан в дополнении. 
Интересно отметить, что в СССР обратной задачей занимаются в основном 

математики, в то время как за границей—почти исключительно физики, при­
чем последние используют только методику Гельфанда—Левитана в перело­
жении Левинсона, Джоста и Кона. Попытка выяснить общие свойства этой 
методики, которые позволяют применить ее к решению различных задач, 
была предпринята в серии работ Кея и Мозеса [18]—[21], которые исполь­
зовали общую концепцию операторов преобразования, разработанную Фри-
дрихсом [22], [23]. 

За последнее время появились работы, посвященные применению резуль­
татов обратной задачи к интерпретации экспериментальных данных по рассея­
нию [24], [25], [26]. 

Итак, обратная задача теории рассеяния для простейшего примера ра­
диального уравнения решалась в течение почти десятилетия и ей посвящена 
значительная литература. В настоящем обзоре мы попытаемся изложить 
результаты большинства работ, причем мы постараемся вести изложение 
в наиболее инвариантной форме, чтобы сделать более понятными пути пере­
несения основных результатов на другие задачи. Большую роль при этом 
играет общий подход к операторам преобразования, развитый Фридрихсом 
и примененный к решению обратной задачи Кэем и Мозесом. 

Все основные результаты обратной задачи теории рассеяния можно бы­
ло бы получить с помощью одного из основных методов: Гельфанда и Леви­
тана, Марченко или Крейна. В нашем изложении мы не придерживаемся по­
следовательно одного из этих подходов, а в различных местах используем 
разные методы и стараемся установить связь между ними, считая, что каждый 
из них выясняет различные стороны математической структуры всей задачи. 

В связи с большим объемом материала мы не везде приводим полные, 
математически строгие доказательства. Многие наши рассуждения носят 
эвристический характер, причем' их оправдание потребовало бы иногда 
больших средств, чем другие, более стандартные доказательства. Мы, тем 
не менее, используем их для того, чтобы не затемнить идейной стороны дела 
длинными математическими рассуждениями. Мы надеемся, что читателю-
физику наши соображения покажутся вполне убедительными, а читатель-
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математик сможет восстановить недостающие рассуждения с тем, чтобы сде­
лать формальные доказательства полностью корректными. При формулировке 
теорем мы старались придерживаться наибольшей строгости. 

Поясним кратко основные идеи и план нашего изложения. 
Первые 13 параграфов посвящены решению обратной задачи для опе­

ратора L, ^определяемого уравнением (0.13) без особенности типа ^ 2 '• 
и условием ф(0) = 0. Мы рассматриваем этот оператор L как результат 
возмущения оператора L0, определяемого дифференциальным выражением 

d2 

А)Ф = — ~тт Ф (х) и т е м ж е условием при х = 0. Оператор преобразова­
ния U согласно Фридрихсу определяется как решение операторного урав­
нения 

LU = ULQ, (0.14) 
так что всякий обратимый оператор преобразования осуществляет преоб­
разование подобия возмущенного оператора в невозмущенный: 

U^LU = L0. (0.15) 

Оператор преобразования U заменяет во всех рассуждениях собственные 
функции непрерывного спектра оператора L. Грубо говоря, его ядро 
получается в результате разложения собственных функций непрерывного 
спектра оператора L по собственным функциям оператора L0. 

В § 4 и 5 показано, что для нашего примера такие операторы преоб­
разования существуют и что теорема полноты "собственных функций 
оператора L, доказанная в § 2, может быть записана в терминах опера­
тора преобразования в виде (для простоты мы здесь ограничиваемся 
случаем, когда у оператора L отсутствует дискретный спектр, причем 
в основном тексте это ограничение не накладывается): 

UWU* = I. (0.16) 

Здесь W—положительно определенный, самосопряженный оператор, комму­
тирующий с L0. W определяет «нормировку» соответствующего оператора U. 

Характерной чертой нашего примера является то, что среди операто­
ров преобразования имеется вольтерров оператор 

X 

UB f (х) = (I + K)f(x) = f(x) + ^K (х, у) / (у) dy. (0.17) 
о 

Соответствующий UB оператор W строится с помощью функции 

wW = M{k)M{-ky ' <°-18> 

где М(к) — функция, введенная в § 1. Функцию М ( ] А ) можно назвать опре­
делителем оператора L — X/. Действительно, в § 2 показано, что эта функция 
стоит в знаменателе ядра резольвенты оператора L и определяет ее особен­
ности: разрез, соответствующий непрерывному спектру оператора L и по­
люса в точках дискретного спектра. 
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В § 3 показано, что для нашего примера справедлива нестационар­
ная постановка задачи рассеяния, если за оператор энергии свободных 
частиц взять оператор L0, причем соответствующий оператор рассеяния 
определяется с помощью функции 

В § 6 показано, как с помощью формул (0.18) и (0.19) установить 
связь между функциями W (к) и S(k). 

В § 8 на основании треугольности ядра К(х, у) из условия (0.16) по­
лучено линейное интегральное уравнение, связывающее ядра операто­
ров W и К. В § 9 проведено исследование этого уравнения и решена обрат­
ная задача для случая, когда оператор L не имеет дискретного спектра. 
Необходимые для рассмотрения общего случая дополнения приведены в § 12. 

Описанный подход соответствует методике Гельфанда и Левитана. Дру­
гая процедура, соответствующая методике Марченко, основана на приме­
нении оператора VB =I-\-A, введенного в § 4 и 7: 

оо 

VB f(x) = f (х) + \ А (х, у) f (у) dy. (0.20) 
X 

Этот оператор не является оператором преобразования в смысле общего 
определения, однако в § 7 устанавливается его связь с оператором пре­
образования UB= UBW = (U% Г1- И З выясненной связи и тождества (0.16) 
следует, что для оператора VB имеет место тождество: 

VB(I-F)V% = I, (0.21) 
причем оператор F строится непосредственно с помощью функции S(k). 

Из условия (0.21) следует линейное интегральное уравнение, связыва­
ющее ядро А(х, у) с функцией S (к), которое также позволяет решать обрат­
ную задачу. Это уравнение применено в § 10 для исследования связи 
свойств функций S (к) и q(x). 

Некоторые положения методики Крейна проиллюстрированы в § 11. 
В § 13 рассматривается важная для приложений задача, когда по из­

вестному оператору Lx восстанавливается оператор L, б'-функция которо­
го отличается от S1(k) рациональным множителем. 

В § 14 и 15 полученные результаты переносятся на случай радиаль­
ного уравнения (0.13) при I > 0. 

Чтобы не прерывать изложения, мы не приводим в тексте ссылок 
на оригинальные работы и выделили литературные указания в специаль­
ное дополнение. Там же приведен ряд замечаний и краткий обзор работ 
по обратной задаче теории рассеяния, содержание которых не изложено 
в основном тексте. 

Автор выражает глубокую благодарность О. А. Ладыженской, которая 
прочла обзор в рукописи, за ценные указания и поправки. Он хотел бы 
также поблагодарить 3 . С. Аграновича и В. А. Марченко за любезно пре­
доставленную ими возможность ознакомиться с их монографией до опубли­
кования. 
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§ 1. Решения y(x,s) и f(x,s); существование, оценки, связь. 
Функция M(s) и ее свойства 

В настоящем параграфе собраны основные характеристики решений 
уравнения 

-y" + q(x)y = s2y, s=o + h, (1.1) 
которые будут использованы в дальнейшем изложении. Во всех леммах 
предполагается без упоминания, что q (x) — локально суммируемая функ­
ция и выполняется условие 

о© 

[ x\q(x)\dx = C<oD. (1.2) 
о 

Решения <р (х, s) и f(x,s) определяются условиями: 
<?(х, s): 9(0, s)=0, <p'(0, * ) = 1 , (1.3) 
f(x,s): Ume-isxf(x, s) = l . (1.4) 

X - * CO 

Уравнение (1.1) с условиями (1.3) и (1.4) эквивалентно следующим 
интегральным уравнениям: 

х 
, v smsx Г sin s (х — t) . * . ч , ,. гч 

?(*> * )=*—т~ + з — s — ' ? ( ' ) ? ( * > *)<**. (4-5) 
о 

оо 

/(ж, i ) « - e " * + ^ s i n s (
8

f ~ 3 ; ) g ( 0 / ( ^ ^ ) ^ . (1-6) 
х 

которые могут быть получены методом вариации произвольных постоянных. 
С помощью этих уравнений доказываются следующие леммы: 

Л е м м а 1.1. Решение ср (х, s) при каждом # > 0 является целой функ­
цией от s и справедлива оценка1): 

М*'')\<К!Т^- < 1 : 7 > 
Кроме того, ср (х, s) — четная функция s при вещественных s. 

Л е м м а 1.2. Решение f(x, s) при каждом # > 0 аналитично по s 
в верхней полуплоскости % > 0 и непрерывно вплоть до вещественной оси, 
причем имеет место оценка: 

J/(ж, s)\<Ke-™, ъ>0. (1.8) 
Л е м м а 1.3. Для f (x, s) справедливы следующие оценки: 

оо 

\f{x,s)-e**\<K^\\q(t)\dt, х > 0 , (1.9) 
X 

со 

\f(x, s)-eiax\<Ke-**\t\q(t)\dt, т > 0, (1.10) 
X 

ОО 

\f'{x, s)-isei8*\ <Ke-**^ \q(t)\dt, z>0. (1.11) 

г) Через К мы обозначаем абсолютные постоянные, зависящие только от С, кото­
рые могут быть различными. 
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Оценка (1.9) удобна при |s|—> °о и может быть использована при 
хфО. Оценки (1.10) и (1.11) удобны при х - ^ о о . Кроме того, из (1.11) 
можно заключить, что 

limxf (х, 5) = 0. (1.12) 

Действительно, при х—>0 

х \ | д ( * ) | Л < \ t\q(t)\dt + Vx ) t\q{t)\dt->0. 
х х Ух . 

Л е м м а 1.4. Функция f(x, s) при любом х непрерывно дифферен­
цируема по s вплоть до прямой х = 0, за исключением, может быть, 
точки s = 0. Имеет место оценка 

\f(x, s)~ixeisx\ < j ^ e - « х > 0 , (1.13) 

равномерно по х.. 
Л е м м а 1.5. При больших \s\ 

9 ( ^ *) F—+°С"|ТГ>) ' { 1 Л 4 ) 

/ (x, s) = eisx + о (e-**), x > 0, (1.15) 

равномерно по всем ж > 0 . 
При вещественных s нетрудно установить связь решений ср (х, s) и /(ж, s). 

Условимся здесь и в дальнейшем писать к вместо s, если s — вещественно, 
чтобы не оговаривать этого каждый раз. Решения f(x, к) и f{x, —k) = f(x, к) 
при к Ф 0 образуют фундаментальную систему решений уравнения (1.1) 
Действительно, их вронскиан 

[f(x,k)\ f(x,—k)\=f'{x,k)f(x, -k)-f(x,k)f'(xt -k) = 2ik (1.16) 

не равен нулю. 
Вследствие вещественности ср (х, к) 

1 
<р(*> А) = 2 5 Г ^ ^ * ) ^ ( f t ) - / ( * . - Л ) М ( Л ) ) , (1.17) 

где М (к) можно определить с помощью вронскиана: 

М(к) = [<р(ж, /с); / (ж,А)] = Пт[<р(ж, Л); /(ж, /с)] - / ( 0 , /с) (1.18) 
х->0 

(см. (1.12)). Отсюда по лемме 1.2. получаем, что М (к) является предель­
ным значением функции M(s) = f(0, s), аналитической в верхней полу­
плоскости и такой, что М (к) — М { — к). Обозначим 

А(к) = \М(к)\, Tj(&) = a rgM(A) , 

А(к) = А(-к), Т1(Л)= - т ] ( - А ) . 

Тогда из леммы 1.4. заключаем, что при больших х 

ср (х, к) = ^ sin (кх - т] (&)) + о (1), 

ср' (ж, /с) = А (к) cos (kx—i\ (к)) + о(1). 
Г) Успехи матем. наук, т. XIV, вып. 4 

(1.19) 
(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 
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Поэтому естественны названия предельная амплитуда для А (к) и пре­
дельная фаза для у\(к). 

Пусть т > 0. Из уравнения (1.1) для f(x, s) и уравнения 

- Г (ж, s) + q(x)f(x, s) = 2sf{x, s) + s*f(x, s) (1.23) 

для f(x, s) = j - f(x, s) нетрудно получить следующие тождества: 

f ( 0 , s)f(0, s)~f(0, s)f'(0, s) = 4iox\ \f(t, s)\*dt, (1.24) 
о 

oo 

П О , s)f(0, s)-j(0, s)f'(0, s) = 2s\f*(t, s)dt. (1.25) 
о 

Из первого тождества мы заключаем, что функция М (s) может обращаться 
в нуль только при о = 0 или х = 0. Однако вторая возможность исклю­
чается, так как если М(к) = 0 на вещественной оси, то из (1.17) следует, 
что ср(#, к) = 0, что невозможно. 

В дальнейшем мы будем считать, что М(0)ф0. Обращение M(s) 
в нуль при s — О эквивалентно тому, что решение уравнения — у" + q(x)y — 
= О, 2/(0) — 0 ограничено при х—>оо, что осуществляется только в исклю­
чительных случаях Рассмотрение случая М (0) = 0 не представляет прин­
ципиальных затруднений, но делает ряд формулировок и доказательств 
более громоздкими. 

Остается возможность, что M{s) — 0, а—0, ъ > 0. 
Из оценки 

M(s) = l +o(l) (1.26) 
при больших \s\, которая следует из формулы (1.14), мы заключаем, что 
на мнимой оси а = 0 М (s) может иметь только конечное число нулей 
5п — г"хп (п — 1» • • • 9 т)- При s = sn решения ср (х, sn) и f (x, sn) удовлетво 
ряют одинаковому граничному условию при ж = 0 и , следовательно, про­
порциональны 

f(x,sn) = f(0, sn)<?(x,sn), (1.27) 
Отсюда и из тождества (1.25) получаем, что 

оо 

\ [ср (х, sn)]* dx = - +P$+ , (1.28) 
о 

откуда следует, в частности, что все нули функции М(s) —простые. 
Наши результаты можно сформулировать следующим образом. 
Л е м м а 1.6. Функция М(s) аналитична в верхней полуплоскости 

и имеет там конечное число простых нулей sn = Нп, ъп > 0, (п = 1, . . ., т). 
При больших \s\ справедлива оценка (1.26). Функция М(s) непрерывна 
вплоть до вещественной оси, за исключением, может быть, точки s = 0, 
причем sM (s) непрерывна вплоть до нуля. 

Последнее утверждение следует из леммы 1.4. 
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§ 2. Теорема разложения 

Дифференциальное уравнение (1.1) вместе с граничным условием 
определяет в <5£2(0, оо) самосопряженный оператор, который можно полу­
чить замыканием симметричного оператора, определяемого уравнением (1.1) 
на дважды непрерывно дифференцируемых функциях, удовлетворяющих 
граничному условию и обрывающихся вне конечного интервала. Будем обо­
значать этот оператор через L. 

Рассмотрим ядро 

Дх(^у) = т (^УМ / ( у > Vl), *<у, 
R\(x, y)~_R\{y> x), 
0 < a r g l /X<iu, 

(2.1) 

которое определено при всех комплексных X за исключением конечного 
числа точек на отрицательной части вещественной оси, соответствующих 
нулям функции M ( j / X ) . Нетрудно проверить в силу (1.18), что ядро 
Rx (х, у) является решением уравнения 

dx2 + д(х)^Щ(х,у)- ХЯ, (х, у) = Цх-у). (2.2) 

Очевидно, что выполняется граничное условие: 
Rx{0,y) = Rx(x,0)=0. (2.3) 

При невещественных X в силу оценок (1.7) и (1.8) мы имеем 

| Rx (х, у)\<К Ц^щ~х e-x l x-B | , i: = Im V T > 0, ( 2 . 4 ) 

и, следовательно, ядро R\(x, у) определяет ограниченный в £2 (0, оо) 
оператор, являющийся резольвентой оператора 

RK = {L-\iy\ (2.5) 

На комплексной плоскости X мы имеем следующие особенности резоль­
венты R\. разрез по положительной части вещественной оси и конечное 
число простых полюсов Хп — — %£ (п = 1, . . ., тп) на отрицательной части 
вещественной оси. Разрезу соответствует непрерывный спектр операто­
ра L, а полюсам — дискретный. Скачок резольвенты через разрез и вычеты 
в полюсах определяют спектральную функцию оператора L. Мы приходим 
к следующей формулировке теоремы полноты собственных функций опера­
тора L. 

Т е о р е м а 2 . 1 . Функции ср (ж, /с), / с>0 , и срп(ж)=ср(ж, ЬсЛ) образуют 
полную ортогональную систему. Имеет место равенство полноты: 

т со 

2 CnVn(x)9n(y)Jr^-)'?{x, k) M{k)M{_k) <P {У, k) k*dk = Ь(x - y). (2.6) 
n = l 0 

Здесь Cn = 2Hnf ( ° ' iXn) (см. (1.28)). 
M (ix„) 



6 8 Л. Д. ФАДДЕЕВ 

Формула (2.6) может быть получена и без ссылки на общие положе­
ния теории операторов. Пусть f (х) — дважды непрерывно дифференцируе­
мая функция, обрывающаяся при больших х и в окрестности х = О, так что 

g(x) = -r(x) + g(x)f(x) (2.7) 

непрерывна и обрывается вне конечного интервала, не содержащего нуля. 
Из уравнения (2.2) и (2.7) получаем 

оо оо 

]RX(X9 y)f(y)dy=~~f(x) + ~\sRK(x, y)g(y)dy. (2.8) 
о о 

Если взять от обеих частей интеграл по большому кругу | X | = N, то при 
Л7 —> оо вклад от второго слагаемого в правой части (2.8) пропадает 
в силу оценок (1.14), (1.15) и (1.26), так что мы имеем 

оо 

l i m 1 S r Ф П Д П Ж ' y)f(y)dy~}d\=-f(x). (2.9) 

С другой стороны, если взять от правой части интеграл по контуру у» 
охватывающему разрез по положительной части оси т — 0 и замыкающе­
муся по кругу | X | = iV, мы получим 

со оо 

^ri§{]Rx(x,y)f{y)dy\d\ = ^-i § [[Rx(x,y)f(y)dy}d\ + 
7 О U|=N О 

оо оо 

+"2^1 Sda {5 ^ fle+i° ̂  ^ ~~ д'"*° ^ ^] ^ d y } = 

о о 
m оо 

= 2 R e s { $ i M s , г / ) / (2 / )^} |л=. п . 
7 1 = 1 

Учитывая формулы (2.1) и (1.17) и переходя к пределу Л~—>оо, мы на 
основании (2.9) получим 

со ос 

f (х) =~ ^кЫк { J ? (ж, к) М(к)м(__к) Т(У> * ) / (У)<*У} + 
0 О 

m со 

+ 2 ^ Сп<?п(х) <?n(y)f(y)dy 
n==i О 

и в силу плотности в «3?2(0, °°) функций типа /(ж), получаем окончательно 
формулу (2.6). 

Система функций ф(+)(х, А:) = ^м\ь\ и Фп(ж) — С^~9п (х) является 
ортонормированной. Функции ¥ + ) (х, к) не интегрируемы с квадратом, так 
что они не являются элементами гильбертова цространства и собственными 
функциями в обычном смысле. Чтобы придать им смысл, оставаясь в рам­
ках гильбертова пространства, можно их рассматривать как ядра преобра­
зований, переводящих оператор L в оператор умножения на независимую 
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переменную. Так, преобразование 
оо 

2 , (+,g = G: G(k)= {g(x)f^(x, k)dx (2.10) 
0 

переводит любую функцию g (х) из X2 (0, оо) в функцию G(fc), для которой 
оо 

\ | G (к) \2к 2 dk < оо, причем если Lg (я) 6 «3?2 (0, оо) то Lg (x) переходит 
о 

оо 

в k2G(k) и интеграл \ | G (к) /с212Л;2 с№ сходится. Будем в дальнейшем обо-
о 

значать через Xk пространство функций G (к) со скалярным произведением 
со 

(G,G1) = ^{GW)G1(k)k*dk ( 2 . Щ 
о 

и через Хх — пространство квадратично интегрируемых по х функций g(x)9 

которое мы ранее обозначали просто Х2 (0, оо). Преобразование Ti+) дей­
ствует из Хх в Хк. Сопряженное преобразование 7"(+)* действует из Хк 

в Хх по формуле 
со 

g=Ti+'*G: g(x) = -^-\G (к) Ф(+) (х, к) к2dk. (2.12) 
о 

Ортогональность собственных функций §(+) (х, к) в новых терминах может 
быть записана следующим образом: 

y( + > y c + ) * = /fte (2.13) 
Здесь через 1к мы обозначили единичный оператор в Хк- Формула (2.6) 
запишется следующим образом: 

2^+) *у<+) __ j * (2г44) 

Здесь /* —проектор на собственное подпространство оператора L, соответ­
ствующее непрерывному спектру. Индекс х подчеркивает, что оператор 
действует в пространстве Хх. 

Преобразование типа Т{+) можно связывать с любым решением уравне­
ния (1.1), удовлетворяющим нулевому граничному условию. Пусть х(х> Щ ~~ 
решение (1.1), причем ^(0 , к) = 0 и %' (0, к) Ф 0 при всех к. Рассмотрим 
преобразование 

оо 

Tg = G: G(k)=\g(x)x(x, k)dx. (2.15) 
о 

Преобразования Г (+ ) и Т связаны по формуле: 

T = NkTl+\ (2.16) 

Здесь Nn — «нормирующий множитель»; Nk является оператором умноже­

ния на функцию N (к)= (1)//А {Л В «Sffe- Равенства полноты и ортого­

нальности в терминах преобразования Т записываются следующим образом 

T*WkT = I*9 TT*Wh = Ik. (2.17) 
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Здесь 
Wk=(Nk)'1(Nk*y1. (2.18) 

Йесколько формальные рассуждения в конце этого параграфа окажутся 
полезными в § 5. 

§ 3. Асимптотическое поведение решения уравнения Шредингера 
со временем 

Полученная в предыдущем параграфе теорема разложения по собствен­
ным функциям оператора L позволяет нам решать по методу Фурье неста­
ционарные уравнения, в которых участвует оператор L. Нас, в частности, 
ёудет интересовать поведение решений уравнения Шредингера: 

[ЩЛ = Ц{х> ()> n X t t ) \ t = 0 = f.0(x) (3.1) 
при больших \t\. 

Разлагая /0 (х) в интеграл по собственным функциям оператора L, мы 
получим, что решение уравнения (3.1) может быть записано следующим 
образом: 

оо т 

1 (х, t) = A }F (к) ъ&Т) e-Wk*dk+ %,Fjj^) eu"1 . (3.2) 
0 п = 1 

Здесь <]> (х, к), фп (х) — произвольная ортонормированная система собствег-
ных функций оператора L (функции <Ь(х, к) и $п(х) могут отличаться от 
функций ф(+) (х, к) и &п(х), которые рассматривались в § 2, произвольным 
множителем, равным 1 по модулю) и 

со оо 

F (*) = J /о И Ф (*, к) dx, Fn=\f0 (х) фп (х) dx. (3.3) 
о о 

В частности, в качестве системы ф (х, к) мы можем взять функ-
* M (к) ' — 

ции ф(+)(.х, к) или фс~) (х, к) = м (__к\ Ф(+) (х> k) = ty{+) (х, к). Поведение ре­
шения / (х, t) при больших 111 может быть исследовано на основании 
следующей леммы: 

Л е м м а 3 . 1 . Пусть F (к) — произвольная функция из j6k, т. е. 

Обозначим 

Тогда 

\ \F(k)\4:2dk < оо. (3.4) 
о 

оо 

/<±)(ж, *)=Л /7(Л)ф<±>(ж, k) e-ik2tk2 dk, (3.5) 
о 

оо 

g (ж, 0 = [Р (к) s[n
k
kx e-ik2tk2 dk. (3.6) 

о 

со 

lim \ | /<±> (ж, 0 - g (x, t) P <ta = 0. (3.7) 
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Достаточно доказать утверждение леммы для плотного в %^ множества 
функций F (/с); для произвольной функции мы получим доказательство 
с помощью замыкания. Будем считать, что F (к) непрерывно дифферен­
цируема и отлична от нуля на промежутке 0 < а < &< р < оо, так что 
интегралы (3.5) и (3.6) берутся в конечных пределах, не содер­
жащих точки к — 0. Для определенности будем считать, что t —> со. 
В силу равномерной по всем ж, 0 < ж < оо, и к, /eg [а, р] ограниченности 
функций ф(+)(ж, к) и sinus, функции /<+>(£, г) и g(x, t) стремятся к нулю 

k 
при t~-> оо равномерно по ж, 0 < х < оо, так что интеграл (3.7) по любо­
му конечному промежутку исчезает при t—> оо и нам остается показать 

оо 

сходимость \ |/(+) — g|2cte при любом А. 
А 

Из (1.17) и определения функций ф<+> (х, к) имеем 

рБГч-*^- - J j . - . - f ^ - i ] +*<*. ч. (3.8) 
причем в силу оценок (1.9) и (1.8) при я > 0 

оо 

|Я(х, лж^-^мои*. (3.9) 
X 

Вследствие этой оценки 
оо оо 

\ | ^ F(k)R(x, k)e-***k2dk^ dx< 
А а 

оо оо оо оо 

<К^ dx^ \q{t)\dty \ \F(k)\*k*dk ^ p < 
А ос а а 

оо оо 

< # ' [ \q(t)\dt ^ t\q(t)\dt (3.10) 
А А 

и при достаточно большом Л может быть сделан сколь угодно малым 
равномерно по t. Нам осталось посмотреть поведение при £-—>оо основно­
го члена 

оо оо 

< ? А ( 0 = Sdx\\ G (k) e~ihx e-ik*t dkY, (3.11) 
А а 

где G (к) = /7 (/с) т^- • _ — 1 А:2 — финитная, непрерывно дифференци­

руемая в силу леммы 1.6 функция. Имеем QA(t)= lim(?i(2), где 
В--^оо 

хэ р 

<?!(*) = \dx\[ G(k)e~ihxe~ik2tdk 
А 

?• „ I- „ f 2 , e - i ( f e - ! ) A _ - i ( f t - I ) B , 
= $<**$ d/ |С(Л) G(0 e- i ( f t*-i*)«£__ _ _ J L [ =JA{t)-JB{t). 
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Здесь 
3 3 

JB(t)= \ dk { dlG(k)G~(lj 
-i(№-l2)t e-i(k-l) В 

i(k — I) : 

причем из-за особенности знаменателя внутренний интеграл понимается 
в смысле главного значения, которое определено вследствие дифференци-
руемости G(k). 

Преобразуем / в (А) следующим образом: 

/в(/)= \dkG(k) [ [ д М ^ ^ г М и м ч 
а а 

•*- г(к-1)В С р~г(И-1)В -, 

В первом члене подынтегральная функция непрерывна при к = 1\ этот член 
исчезает в пределе при 5—>со по теореме Римана — Лебега. Интеграл 
во втором члене при В—>оо стремится к %, и таким образом мы полу-

з 
чаем, что lim JB (i) не зависит от t и равен % \ \G(k)\2dk. 

а 

Аналогичным образом можно представить JA (t) в виде суммы двух 
слагаемых, одно из которых исчезает при t—> со равномерно по А, 
а второе при £—> со имеет конечный предел, не зависящий от А и рав-

3 

ный % \ \G(k)\2dk. Отсюда следует требуемое свойство QA(t)—>0 и, таким 
а 

образом, лемма доказана. 
Вернемся теперь к рассмотрению поведения решения /(rr, t) уравнения 

Шредингера (3.1). Если /0 (х) ортогонально собственным функциям дискрет­
ного спектра оператора L, то в выражении (3.2) для f (x, t) вторая сумма 
отсутствует. Обозначим 

со 

F(±) (к) =[f0 (х) № ) (х, к) dx- (3.13) 
U 

функции F{±) (к) участвуют в формуле (3.2) для решения / (х, t), если 
в качестве набора <Ь(х, к) взять функции ф(±) (х, к). 

Очевидно, что 
оо 

g(±) (Ж> *) = - М F(±) (&) ^ ^ e~ih2t кЧк (3.14) 
о 

являются решением уравнения Шредингера с оператором L0, который 
связан с уравнением L0y = — у" = к2у, и граничным условием у(0) = 0, 
т. е. 

ы 
-Ь0#±Цх, t), (3.15) 
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причем 
с» 

g(±)(x, 0) = gi±)(x) = ^F{±)(k)s-^k*dk. (3.16) 
о 

Если ввести по аналогии с § 2 унитарное преобразование Т0 из 
<%х в %Ъ 

оо 

T0g = G: G(k)=^g(x)s-^dx, (3.17) 
О 

то g^(x) выразятся через f0(x) следующим образом: 

gM(x) = T*orwf0(x). (3.18) 

Из леммы 3.1. следует 
Т е о р е м а 3.1. Если /0 (х) ортогонально собственным функциям 

дискретного спектра оператора L, то решение уравнения Шредингера 
(3.1) при t —* ±_ оо ведет себя как решения уравнения Шредингера (3.15) 
с начальными данными g(±) (x), где g(±) (x) определяются по формуле (3.18), 
в том смысле, что 

оо 

f(x,t) — g(±)(x9t)\2dx—>0 при t—>±oo. (3.19) 
О 

§ 4. Операторы преобразования 

Основным аналитическим приемом, которым мы в дальнейшем будем 
пользоваться, является представление решения уравнения (1.1) с потен­
циалом q (x) через решения уравнений с другими потенциалами и, в 
частности, с q(x) = 0, т. е. через тригонометрические функции. 

Простейшее выражение подобного типа можно получить следующим 
образом. На основании оценки (1.9) при хфО функция h (х, s)=f(x, s) — 
— eisx квадратично интегрируема по ,9 на любой прямой, параллельной 

оо 

вещественной оси, и в верхней полуплоскости \ | h(x, a + it) \2da = О (~2хх). 
— оо 

По теореме Титчмарша 
оо 

А(х, У) = ^ \ (f(x,k)—eihx)e-ikxdk = Q, x>y. (4.1) 
—со 

Обращая преобразование Фурье, получаем для j{x,s) представление 
в виде 

оо 

/ (х, s) = eisx +{A(X, у) eisy dy, т; > О, (4.2) 
X 

где А (х, у) квадратично интегрируемо по у при х Ф 0. 
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С некоторыми изменениями этим методом можно получить, что для 
<р (х, s) при любых s справедливо представление 

9(x,s)=^+lK(z,y)^Ldy. (4.3) 
О 

Однако приведенный вывод не дает почти никаких сведений о ядрах 
К(х, у) и А(х, у). Из уравнений (1.5) и (1.6) для у(х, s) и f(x, s) можно 
получить эквивалентные уравнения для К (х, у) и А(х, у), если подставить 
в них выражения (4.3) и (4.2) для у(х, s) и f(x, s) и исключить тригоно­
метрические функции. Мы получим уравнения: 

#>г / , (4.4) 

х+у 
2 

5 
х—у 

2 

оо 

S» 
х+у 

2 

q (t) dt 4 

(0 d* — 

х + у 
2 

$ Л 
х-у 

2 

оо 

S d ' 
2 

х—у 
2 

S 
0 

!/—х 
2 

5> 
0 

Решая эти уравнения методом последовательных приближений, мы полу­
чим для К(х, у) и А(х, у) оценки: 

х+у 
2 

х I <|9(0I dt 
\К{*> V)\<i j | g ( 0 | * e ° , (4.6) 

2 
оо 

оо lt\q(t)\dt 

\А(х, у)\<~ \ \q(t)\dte* . (4.7) 
х+у 

2 

Из этих же уравнений можно заключить, что К (х, у) и А(х, у) дифферен­
цируемы и получить оценки для их производных. Например, 

A{x,y)^\q(^)\<K\\q{t)\dt J \q(t)\dt (4.8) дх 
х х + у 

2 

и для 7г-А(х, у) справедлива аналогичная оценка. 

Оценки (4.6) и (4.7) позволяют применять к интегральным уравне­
ниям с ядрами К(х, у) и А(х, у) теорию интегральных уравнений типа 
Вольтерра. Так , если g(x) принадлежат определенному классу функций, 
который мы не будем уточнять, то уравнения 

х 

Uв f (х) ^f(x)+^K(х, у) f (у) dy = g(x), (4.9) 
О 
оо 

VB f(x) = f (x) +^A(x,y)f (у) dy = g (x) (4.10) 
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имеют решения, которые могут быть представлены в таком виде: 
х 

f(x) = g (х) +\)К (х, у) g (у) dy = Uв1 g (x), (4.11) 
О 

со 

f(x) = g(x)+^A (x, у) g (у) dy = V£ g (х). (4.12) 
X 

При этом для ядер К (х, у) я А [х, у) будут справедливы оценки типа 
(4.6) и (4.7). 

Более точное определение операторов UB и У в , как операторов 
в гильбертовом пространстве, будет дано в следующих параграфах. 

Покажем теперь, что соотношения типа (4.3) существуют между реше­
ниями уравнений типа (1.1) с различными потенциалами. Действительно, 
пусть ух(х, к) и <р2(#, А:) —решения уравнений (1.1) с потенциалами q1(x) 
и q2(x) соответственно; справедливы соотношения типа (4.3): 

? 1 (.х, к) = *7g> s - ^ , <р2 (х, к) = U<g Щ^- . (4.13) 

Обращая второе из них и подставляя результат в первое, мы получим 

fl(x,k) = U^(Ufrlf2(x,k), (4.14) 
или, подробнее, 

х 

? 1 ( я , к) = <?2(х, к) + ^K(x,y)92{y,k)dy. (4.15) 
о 

Для ядра К(х, у) можно получить оценку типа (4.6). Аналогично можно 
связать решения /х(ж, к) и /2(ж, к), но этот факт нам в дальнейшем 
не понадобится. 

§ 5. Общая теория операторов преобразования 

Будем рассматривать оператор L, введенный в § 2, как одно из функ­
циональных представлений абстрактного оператора, который также будет 
обозначаться через L. Рассмотренный в § 2 оператор L будем теперь 
обозначать через Lx , а пространство J£x, в котором он действует, будем 
называть координатным представлением или ^-представлением. Другое 
представление, которое мы будем рассматривать, это так называемое 
импульсное представление или Zc-представление. Это пространство типа %kl 

причем оно определяется условием, что оператор L0 является в нем опе­
ратором умножения на к2: 

L0F(k) = k*F(k). (5.1) 

Оба представления связаны друг с другом унитарным преобразованием 
Т0, которое введено в § 3. Другими словами, каждому элементу f{x)£j6x 

соответствует элемент F (к) из j6h: 
OG 

F (к) = Т0 f (.г) = ^ / И - ^ - dx (5.2) 
U 
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и каждый оператор Ах в %х переходит в оператор Ak = TQAXT*. Напри­
мер, оператор L в /^-представлении имеет вид 

оо 

LhF (к) = kaF (к) -f - M V (к, I) F{1) P dl, (5.3) 
U 

где 
со 

тг/7 7\ f sin кх . sin lx 7 /г / \ 
V {к, I) = ^ - т — гу (я) - у - ds . (o,4) 

о 
Обратный переход от импульсного представления к координатному 
осуществляется преобразованием Т*, так что, например, оператор умно­
жения на убывающую функцию Q (к) переходит в интегральный оператор 
в ^-представлении с ядром 

сю 

Q(x,y)=l\a^LQ(k)^p-l^dk. (5.5) 
О 

Теорема разложения по собственным функциям оператора L записана 
у нас в § 2 в терминах преобразования Т. В этой записи участвуют 
разные пространства, что неудобно. Вместо преобразований Т мы будем 
использовать операторы, действующие в одном и том же пространстве 
и которые, таким образом, могут быть заданы одним из своих представ­
лений. Эти операторы в координатном и импульсном представлениях опре­
деляются следующим образом: 

UR = T{)T* в /с-представлении, 
UX=T*T0 в ^-представлении. 

Будем называть эти операторы операторами преобразования. Они пол­
ностью заменяют во всех рассуждениях собственные функции непрерыв­
ного спектра. Вместо дифференциального уравнения для собственных 
функций х(х> к), по которым строится оператор U, для этого оператора 
выполняется равенство 

LU = UL0. (5.7) 

Свойство полноты и ортогональности собственных функций в терминах 
оператора U имеет вид 

UWU* = / с , U*UW = I (5.8) 

(ср. (2.17)). Оператор W, который участвует в этих формулах, является 
оператором умножения на функцию W(к) в импульсном представлении. 
Удобство формул (5.7) и (5.8) состоит в том, что здесь не надо писать 
индексы, указывающие, в каком пространстве действуют операторы — все 
операторы взяты в одном и том же представлении. 

Для различных задач, связанных с оператором L удобно использовать 
различные операторы преобразования. Так, операторы £/"( , полученные 
по формуле (5.6) из преобразований 7"(±), оказываются удобными при 

(5.6) 
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изучении асимптотики решения уравнения Шредингера 
tap id-^ = Lz(t), z(t)\t=0 = z0 (5.9) 

при больших \t\. Решение можно записать следующим образом: 

z(t) = e-iL*z0. (5.10) 

Теорема 3.1 может теперь быть переформулирована следующим образом. 
Т е о р е м а 5.1. Если z0 ортогонально собственным функциям диск­

ретного спектра L, то для решения уравнения Шредингера (5.9) суще­
ствуют пределы 

l i m e i L ° ' z ( 0 = z ± , (5.11) 
£--»±оо 

z+=UM*z0, z_=U^\. (5.12) 
причем 

Если обозначить через S «нормирующий множитель», связывающий 
операторы 

£/(-> = / 7 ( + ) S , (5.13) 

то мы получим, что z+ и £_ в формуле (5.12) связаны между собой сле­
дующим образом: 

z+=Sz_. (5.14) 

Нетрудно получить из определения С/( с) и (5.13), что в импульсном пред­
ставлении этот оператор является оператором умножения на функцию 

sm-lffi. (5.«) 
которая, очевидно, равна единице по модулю. 

Из теоремы 5.1 следует, что для уравнения Шредингера (5.9) суще­
ствует решение, которое при t—> — оо имеет в качестве асимптотики 
вектор z_(t) = e~iL°' z_, где ^ — произвольный элемент. При этом получен­
ное решение при t = 0 будет ортогонально собственным функциям диск­
ретного спектра оператора L и, следовательно, при £—>оо оно будет вести 
себя как e~iL^z+, где z+ строится по формуле (5.14) с помощью операто­
ра S. Таким образом, для оператора L оказывается справедливой общая 
постановка задачи рассеяния, описанная в введении и S играет роль опе­
ратора рассеяния. Мы получили также, что для S выполняются общие 
свойства: унитарность и диагональность по энергии. 

Основной целью обзора является установление связи между опера­
торами L и S. Важную роль в этом будет играть оператор £/"# = 1-f i£, 
определенный формулой (4.9) в координатном представлении. Этот опера­
тор является оператором преобразования в смысле общего определения 
этого параграфа. Действительно, если считать оператор преобразова­
ния интегральным оператором, то его ядро в .^-представлении получится 
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Ц1 Ti ТСУ* в результате разложения соответствующего решения ^(ж, к) по —г—3 
/с 

оо 

U (х, y) = ^^T)a^fi-k»dk = 
О 

= ~ I(>, /с)-^-)^^^+а(ж-,). (5.16) 
и 

Именно таким путем было получено в § 4 ядро К(х, у) оператора UB — I, 
причем соответствующим решением было <р(ж, А). Приведенным грубым 
рассуждениям можно придать точный смысл. Вследствие того, что норми­
рующим множителем для решения ср (х, к), с помощью которого строится 
оператор UB, является функция М (к), оператор W, участвующий в фор­
муле типа (5.8) для оператора UB, определяется функцией 

^ < * > - * ( * ) * ( - * ) • <5-17> 
Характерной чертой оператора UB является вольтерровость в коор­

динатном представлении. Это свойство тесно связано с тем, что потен­
циал q(x) в этом представлении диагоналей (т. е. является оператором 
умножения на функцию). Действительно, треугольность ядра К(х, у) 
является следствием того, что ср (#, б*) —целая функция s-, что обусловли­
вается диагональностью потенциала. Обратно, пусть у нас имеется для 
некоторого оператора L = L0-{-V оператор преобразования UB, вольтерро-
вый в ^-представлении, 

*UB(x, y) = i(x-y) + Ti(x-y)K(x,y), (5.18) 
где 

( 1 при t > О, 
r i ( t ) = n A (5.19) 
j w | 0 при t < 0. v ; 

Из (5.7) получаем 
V(I + K) = KL0-L0K. (5.20) 

Оператор В = KL0 — L0K имеет ядро 

В(х, у) = 2Цх-у) 1к(х, х) + щ(х-у) [ д*К£ У) ~ д*К& У) ] • (5-21) 

Умножая (5.20) на (1-\-К)~г, вследствие (5.21) получим 

У(х,у) = Ъ{х-у)2*хК{х,х)+т[(х-у)С{х,у), (5.22) 

и так как V должен быть самосопряженным, то 

С(х,у) = 0, У(х,у) = Цх-у)2±К(х,х), (5.23) 

т. е. оператор L определяется уравнением типа (1.1). Точный смысл полу­
ченных результатов заключен в следующей теореме: 

Т е о р е м а 5.2. Пусть оператор L0 e х-представлении определяется 
дифференциальным выражением L0y=—y" и условием г/(0) = 0. Если 
существует самосопряженный оператор L = L0-{-V и вольтерров опера~ 
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тор UB = IЛ~К, ядро которого дифференцируемо, такие, что выполняет­
ся условие (5.7), то V является в х-представлении оператором умноже­
ния на функцию 

q(x) = 2±K(x,x). (5.24) 

Если ядро оператора преобразования не дифференцируемо, то можно 
по-прежнему считать, что оператор L определяется дифференциальным 
выражением Ly = —у"-{-q™ (у), но здесь q(x) — обобщенная функция 
типа производной от обычной функции. В частности, можно получать 
потенциалы, имеющие 5-образные особенности. 

Отметим, что одновременно с теоремой 5.2 мы получили, что ядро 
К(ху у) является решением уравнения 

/ \ тг / \ д2К (х. у) д2К (х, у) . ,~ пг\ 
q (х) К (х, у) g^L _L_^I f x > у. (0.2а) 

Действительно, подставляя (5.23) в левую и (5.21) в правую часть урав­
нения (5.20), мы получим 

q(x)b(x-y) + ri(x—y)q (х) К (х, у) = q (x) Ъ(х~у) + 

+ ̂ - У ) [ ^ Ж - ^ 1 1 ] ' (5-26) 

откуда следует уравнение (5.25). Конечно, в общем случае, когда К(х, у) 
не имеет производных, оно является обобщенным решением этого уравне­
ния. На основании этого уравнения и условий (5.24) и К (х, 0) = 0 (послед­
нее немедленно следует из определения К{х, у)) нетрудно получить урав­
нение (4.4), уже использованное ранее. А 

§ 6. Функции W(k) и S(k); их свойства и связь 

В настоящем параграфе мы рассмотрим свойства функций W (к) и S (к)9 

которые введены в предыдущем параграфе формулами 
W(k) = TTnx4r7—TT ( - o o < / c < o o ) , (6.1) 

v ; М (к) М ( — к) \ \ ^ /> \ } 
^ W - MWW' {-™<к<ы), (6.2) 

и установим их взаимную связь. Кроме свойств функции М (к), которые 
собраны в лемме 1.6, нам потребуется еще одно свойство: 

Л е м м а 6.1. Функция М (к) имеет представление 

М (&) = ! + ^F(t)eihtdt, (6.3) 

где F (t) — абсолютно интегрируемая функция. 
Доказательство получается немедленно, если заметить, что в силу опре­

деления М (к) и представления (4.2) 
оо 

М (k) = f(0,k) = l+^ А (0, /) еш dt, (6.4) 
о 

а в силу оценки (4.7) А (0, t) — абсолютно интегрируемо. 
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Из формул (6.1) и (6.2) с помощью теоремы Винера о преобразова­
ниях Фурье абсолютно интегрируемых функций получаются следующие 
свойства функций W (к) и S (к): 

Л е м м а 6.2. Функция W(к) обладает следующими свойствами: 
1) W (к) — существенно положительная четная функция 

W (к) > 0, W ( - к) = W (к) ( - оо < к < со); (6.5) 

2) W (к) — 1 имеет абсолютно интегрируемое преобразование Фурье 
оо оо 

W(k) = l+ \ H(t)eiktdt^i+2 [ H (t) cos ktdt. (6.6) 
—оо 0 

Л е м м а 6.3. Функция S (к) обладает следующими свойствами: 

1) |АУ(Л)| = 5(0) = 4У(оо) = 1, *У(-А) = 5(Л) = 5(А)-1; (6.7) 

2) S (к) — .1 имеет абсолютно интегрируемое преобразование Фурье: 
оо 

5(А) = 1 + \ F{t)e-ihtdt; (6.8) 
— С О 

'со 

3) a r g ^ / c ) = - 4 п ш г , тгс>0, (6.9) 

где т —число дискретных собственных значений. 
Последнее свойство получается на основании теоремы Коши о числе 

нулей аналитической функции, если учесть, что arg S (к) = — 2arg M (к). 
Свойства функций W (к) и S(k), перечисленные в этих леммах, 

являются характеристическими в том смысле, что если они выполнены, 
то существует единственная функция M(s), аналитическая и ограниченная 
в верхней полуплоскости, имеющая при больших | s [ асимптотику М (s) = 
= 1 + о (1) и конечное число простых нулей в точках sn = Ып (п = 1, . . ., т)9 

и такая, что на вещественной оси выполняются соотношения (6.1) и (6.2), 
т. е. обладающая свойствами функции М(s), связанной с некоторым опе­
ратором типа L, имеющим т дискретных собственных значений. 

Покажем сначала единственность функции M(s). 
Пусть существуют две функции M1(s)mM2(s), аналитические и огра­

ниченные в верхней полуплоскости z > 0, имеющие там конечное число 
простых нулей в точках Sn = iyt.n и такие, что на вещественной оси имеет 
место соотношение 

s{k) = y$^=*}±=£L, (6.Ю) 

где S (к) — заданная функция, удовлетворяющая условиям леммы 6.3. 
гг Л Ml(S) 
1 огда функция ; : аналитична и ограничена в верхней полуплоскости 
и вещественна на вещественной оси, и, таким образом, имеет ограничен­
ное аналитическое продолжение в нижнюю полуплоскость. Но тогда по тео-
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реме Лиувилля -~-Ш = С, и из асимптотики M^s) и M2{s) при|$ |—>оо 

получаем, что С = 1', т. е. А/\ (s) ^=M2 (s). 
Аналогичным рассуждением можно доказать единственность функ­

ции M(s), удовлетворяющей (6.1) при заданной функции W(k). Следует 

рассмотреть функцию In -^rj-r • 

Приведем теперь полное решение поставленной задачи. Начнем с вос­
становления М (к) по S (к) и рассмотрим сначала случай, когда в формуле 

(6.9) #1 = 0. Если пронормировать фазу г\ (к) = у In S (к) так, что т](0) = 0, 

то в рассматриваемом случае т](оо) = 0 и по теореме Винера —Леви 
со со 

т](&) = — { Y(J) sin ktdt, { \4(t)\dt < oo. (6.11) 
о о 

Функция 
со 

J Y ( 0 е Ш dt 
АГ(А) = е° (6.12) 

является решением нашей задачи. Пусть теперь //г Ф 0; функция 
m 

/с—ix n Л 2 

^wwlKi+S) (6-13) 
7 1 = 1 

обладает всеми свойствами функции S (/с), но для нее яг = 0, так что имеет 
место представление 

j ( u ) = J ! ^ d ! l f (6.14) 
V ' М(к) ' ' 

где М (s) не имеет нулей в верхней полуплоскости. Решением нашей 
задачи явится функция 

Л*(Л) = #(*)ПТЕТ&- ( 6 Л 5 ) 

Рассмотрим теперь восстановление функции М (к) по заданной W (к). 
По теореме Винера —Леви мы имеем, что для функции p(k) = \nW(k) 
справедливо представление 

со 

р (к) = - 2 ^ у (0 cos fa d*. (6.16) 
о 

Функция 

Ь(0 е Ы dt 

M(s) = e° (6.17) 

является аналитической в верхней полуплоскости, не имеет там нулей 
и имеет правильную асимптотику при больших | s | . Решением нашей 
6 Успехи матем. наук. т. XIV, вып. 4 
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задачи явится функция 
т 

М(к)-=М(к)\\-^-. • (6.18) 
71=1 

Функции М (к), W (к) и S (к), связанные с некоторым оператором L, мы 
будем в дальнейшем называть М-, W- и ^-функциями этого оператора. 
Эти функции в той или иной мере характеризуют спектр соответствующего 
оператора L, причем М (к) является наиболее полной характеристикой. 

Из приведенных построений вытекают следующие утверждения. 
1. Если оператор L не имеет дискретного спектра, то его ^-функция 

однозначно определяется по его И^-функции по формулам (6.16), (6.17), 
(6.14). 

2. Если два оператора Ьг и L2 имеют одну и ту же функцию W (к) 
в качестве PF-функции и оператор Lx не имеет дискретного спектра, 
а оператор L2 имеет дискретные собственные значения в точках Хп = — у}п 

(я = 1, . . . , т ) , то их М и iS-функции связаны соотношением 
т т 

Мх (к) = М2 (к) J] 4±-^, S, (к) = ^2 (к) П ( - ^ g " )'• (6-19) 
П=: 1 П = 1 

Эти утверждения будут использованы в § 8, 11 и 12. 

§ 7. Оператор преобразования А (х9 у) 

Наряду с оператором U в в § 4 был введен оператор VB, ядро кото­
рого в ^-представлении определяется формулой (4.10). В отличие от опера­
тора Uв, оператор VB не является оператором преобразования в смысле 
определения § 5. Действительно, его ядро не получается как преобра­
зование Фурье по синусам от решения уравнения (1.1), которое 
удовлетворяет нулевому граничному условию. Настоящий параграф 
посвящен выяснению связи операторов UB и VB- МЫ будем считать, что 
дискретный спектр отсутствует. Это позволит нам широко пользоваться 
краткой операторной записью, которая была введена в предыдущих пара­
графах. 

Рассмотрим сначала оператор UB = UBW, который является операто­
ром преобразования, связанным с решением 

; (M)=?(M)^(*)4[W-¥R]- (7Л; 

Ядро оператора К =UB — I в ^-представлении получается как преобразо-
гъ ~/ J\ sin for . вание Фурье от ср (х, к) -г— . 

оо 
т7 / \ 2 С / ~ , 1Х sin kx\ sin ку 7о 71 К(х,у) = ~ \ ^(х,к) г- j—^k^dk^ 

-L \ ( w - e l t e ) e " i k y d * - <7-2> 
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/ (х к) 
В силу аналитичности и ограниченности g (x, s) = Л.' - e~isx в верхней полу­

плоскости К(ху у) — 0 х>у и мы, таким образом, получаем, что в я-пред-

ставлении оператор UB определяется формулой 
оо 

UBf(x) = f(x)+\K(x,y)f(y)dy. (7.3) 
X 

Условие полноты и ортогональности 
UBWU*B = I (ТА) 

в терминах UB перепишется в виде 
UBWU% = I, W = W~1, (7.5) 

откуда 
{U%r*W(UByi = I. (7.6) 

Заметим, что оператор фЪУ1 является вольтерровым оператором 
того же типа, что и UB, Т. е. С интегрированием от 0 до х. В § 9 будет 
показано, что Вольтеров оператор однозначно определяется условием (7.6). 
На основании этого мы, сравнивая (7.4) и (7.6), можем сделать вывод, что 

{UIY^UB. (7.7) 

Итак, мы установили связь операторов Uв и UB- С другой стороны, на ос­
новании обращения Фурье в формуле 

оо 

к(х,к) = Щ-^- = е^+^К(х,у)е^ау, (7.8) 
X 

нетрудно получить связь операторов UB и VB- Обозначим через II (t) функцию 
со 

j ч 

В силу аналитичности -тт-г-г в верхней полуплоскости 

1 1 ( 0 - 0 , * < 0 . (7.10) 
Вспоминая, что 

со 

f (x, k) = eikx+ { А (х, у) eikvdy, (7.11) 

из (7.8) на основании теоремы о свертке получаем 
v 

A(x,y) + Il(y-x)+^A(x,t)Ii(y-t)dt = K(x,y). (7.12) 
X 

Это и есть искомое соотношение. Удобно записывать его кратко. Для этого 
свяжем с функцией П (t) оператор Q, который определяется своим коор­
динатным представлением: 

оо 

Qf(x) = (I + U)f(x) = f{x)+\n(y-x)f(t,)dy. (7.13) 

6* 
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Вследствие ограниченности функции нетрудно показать, что 
Q = 1 + П — ограниченный оператор в нашем гильбертовом пространстве. 
Известные свойства интегральных уравнений вольтерровского типа с ядром, 
зависящим от разности, позволяют утверждать, что оператор Q имеет 
обратный оператор 

P = I + r = Qr\ (7.14) 

который в ^-представлении имеет такое же строение, что и Q: 
оо 

Pf(x) = (I + T)f(x) = f(x)+^r(y-z)f(y)dy, (7.15) 
X 

причем 
оо 

Г(/) = ^ ij (M (к) - 1) е~ш dk; (7.16) 
— ОО 

функция Г (t) уже была введена в предыдущем параграфе. 
В терминах оператора Q равенство (7.12) можно переписать в виде 

UB = VBQ. (7.17) 
Теперь мы можем записать полноту и ортогональность собственных функ­
ций с помощью оператора VB- Подставляя (7.17) в (7.5), получим 

VBQW'^VI^I. (7.18) 

Выясним строение оператора QW^Q*. Для этой цели удобно воспользо­
ваться ^-представлением. Оператор W~~1 = W имеет в этом представлении 
строение W = I + Q, где Q — интегральный оператор с ядром 

оо 

Ъ{х,у) = ̂ У^(^щ-1у^кЫк = Н(х-у)-Н(х + у), (7.19) 
О 

где 
оо й^-1Кжщ~1У~Ш(1к- (7-20) 

— оо 

Обозначим через Нг оператор с ядром Н (х — у) и через Н2 — оператор 
с ядром — Н(х + у). Тождество 

-J— -Л^ = М{-к) (7.21) 
W (к) М (к) v ' х ' 

в наших терминах может быть записано в виде 
(7 + П) ( / + Я1) = / + Г*. (7.22) 

Отсюда 
QW-IQ* = (/ + П ) (/ + Нх + Я2) (/ + П*) = 

= (/ + Г* + (/ + П ) Я 2 ) ( / + П*) = 7 + (/ + П ) Я 2 ( / + П*). (7.23) 
Нетрудно проверить, что второй член в (7.23) является интегральным 
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оператором, ядро которого зависит только от суммы и строится с помощью 
функции 

оо 

*Ч0=^ (^)-м4)>Ш^- (7-24) 
—со 

При £ > 0 функция F (t) совпадает с функцией F (t), введенной в преды­
дущем параграфе. Будем связывать с ней оператор 

со 

Ff(x)^^F(x + y)f{y)dy. (7.25) 
о 

Мы получили, что равенство полноты и ортогональности собственных функ­
ций в терминах оператора V в может быть записано следующим образом: 

VB(I-F)V% = I. (7.26) 

В заключение этого параграфа скажем несколько слов о смысле всех 
употребленных операторов в гильбертовом пространстве. В силу равно-

1 1 
мерной ограниченности функций М(к), м (к) > W (к), w , , S (к) опера­
торы М, W, S, \¥~г, Л/"1, Q, Р, I — F являются ограниченными в нашем 
гильбертовом пространстве. Все прочие операторы, которые использовались 
нами, а именно UB, UB, VB, могут быть получены из унитарного опера­
тора ЕЛ+> или [/(+)* умножением на один из операторов, упомянутых выше; 
следовательно, все эти операторы также являются ограниченными опера­
торами в нашем гильбертовом пространстве. 

§ 8. Интегральные уравнения для ядер К (х, у) и А(х,у) 

В этом параграфе мы установим связь между функциями W (к) и S (к)у 

с одной стороны, и ядрами К(х,у) и А (х, у)9 с другой. Соотношения 
полноты и ортогональности собственных функций, записанные в терминах 
операторов UB и VB, являются такого рода связями. Однако, если рас­
писать эти соотношения, например, в ^-представлении, то ядра К(х9 у) 
или А (х, у) будут входить нелинейно, так что подобного рода соотноше­
ния оказываются неудобными для решения обратной задачи. Тем не менее, 
свойство вольтерровости операторов Uв и У в в ^-представлении позволяет 
без труда получить соотношения, связывающие функции W (k), S (к) 
и ядра К (х, у), А(х, у), в которые последние входят линейно. 

Будем сначала для простоты считать, что дискретный спектр отсут­
ствует. Перепишем равенство 

UBWU% = I (8.1) 
в виде 

UBW = UB, UB = (UBy\ (8.2) 

Расписывая (8.2) подробно в х-представлении, мы получим 
х 

К(х,y) + Q(x,y)+^K(х, t)Q(t,y)dt = K(x, у). (8.3) 
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Здесь 
оо 

Q(x,y) = ̂ y^(W{k)-i)s^pLk*dk. (8.4) 
О 

Замечая, что 
К(х,у)=.0 

при х > г/, окончательно получаем уравнение 
X 

K(x,y) + Q(x,y) + ^K(x,t)Q(t,y)dt = 0, х>у. (8.5) 
о 

Аналогичным образом из соотношения 

VB{I-~F)V% = I (8.6) 

мы можем получить уравнение 
оо 

A(x,y) = F(x + y)+^A(x,t)F(t + y)dt, x < у, (8.7) 
X 

ОО 

F(t)^~\(S{k)-\)eMdk. (8.8) 
— ОО 

В случае, когда дискретный спектр присутствует, подобные уравнения 
можно получить, отправляясь непосредственно от представления (4.3) 
для решения <р(х, к) и равенства полноты и ортогональности в форме (2.6). 
Мы приведем вывод уравнения для оператора преобразования, связыва­
ющего решения <р (х, к) двух различных уравнений типа (1.1). Исходными 
являются следующие соотношения: 

?2 (х, к) = ?1 (х, к) + J К (х, t) Tl (/, к) dt, (8.9) 
О 

х 

?i 0/> А) ̂  92 (У, А) + J * С У) ?2 (*, А) <*>, (8.10) 
о 

2 Сп.?п, (ж) <рп. (?) + 1 5 ?i (*> A) l ^ i (А) ср{ (г/, А) Ш = 3 (х - у) (i = 1, 2) 
*=* ° (8.11) 

Умножая (8.11) на ®2{х, k)W2{к) и суммируя по к, получим: 

ОО ГП 2 

^ ^ <р2 (х> А) W2 (А) ? 1 (г/, Л) кЧк +- ^ ^ n ^ i (#, гхП2) ?П2 (у) = 
0 п 2 ^ 

= S (.2- - у) -)- ^ K{t, у) Ь (х — t)dt = b(x- у), х > у. (8.12) 
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Производя теперь аналогичную операцию с (8.9), получим: 

™2 
о (х - гу) = — ^ срх (х, к) W2 (к) ? 1 (у, к) кЧк + ^ C"2?i (х> ып2) ?i (?/, **n2) + 

О п 2 = 1 

х со 

+ $ * ( * , ' ) [ ! $ ?i (*, Л) W2 (к) 9l (у, к) кЧк + 
о о 

ГП2 

+ 2 C^2?i(^ ^n2)?i(2/, ^n2)J dt, -x> у. (8.13) 
n 2 = l 

Вычтем из (8.13) равенство (8.11) при i = l . Тогда получим 

ЛГ (х, y) + Q (х, у)+[к (х, t) Q (г, у) Л = 0, х > 2/, (8.14) 
о 

где 
со 

Q(x,y) = l \ ? 1 (.х, Л) [W, (Л) - Wx (k)] 9 l (у, А) й Ш + 
О 

+ 2 СП2?ЛХ> ЫП2)ЧЛУ, i*n2)- 2 Спг?пг (х) фП1 (у). (8.15) 
П 2 = 1 П 1 = 1 

Обобщение уравнения (8.7) нам в дальнейшем не потребуется, так что 
мы не будем его приводить. Уравнения (8.5) и (8.14) называются урав­
нениями Гельфанда—Левитана, а уравнение (8.7) —уравнением Марченко. 

Полученные уравнения позволяют решать обратные задачи, т. е. 
задачи восстановления оператора L, в различных постановках. В первую 
очередь мы применим эти уравнения для решения следующих двух задач. 

1) дана функция W (к), обладающая свойствами, перечисленными 
в лемме 6.2. Построить оператор L, не имеющий дискретного спектра, 
для которого W (к) является VF-функцией; 

2) задан оператор Ьъ qx (x) ф. О без дискретного спектра и его И/Г-функ-
ция W1(k); построить оператор L, ТУ-функция которого совпадает с W1 (к), 
и имеюший т дискретных собственных значений в заданных точках 
> / г = — *п (л = 1, . . ., т). 

Наша основная задача, т. е. задача восстановления оператора L по его 
^-функции и положению дискретных собственных значений будет решена, 
если мы сможем решить сформулированные задачи. Пусть дана функция S (к), 
обладающая свойствами, перечисленными в лемме 6.3, и т различных поло­
жительных чисел ъп (п = 1, . . ., т). По описанной в § 6 процедуре мы мо­
жем по этим данным однозначно построить функцию W(к). Если в соответ­
ствии с первой задачей мы по функции W (к) построим оператор L без 
дискретного спектра, для которого W (к) является И^-функцией, то, как 
следует из утверждений § 6, ^-функцией этого оператора явится функция 

m 

S(k)=S(k)\[^^y. (8.16) 
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Если теперь в соответствии со второй задачей мы, отправляясь от опе­
ратора Ll9] построим оператор L, имеющий ту же функцию W (к) 
в качестве PF-функции и т дискретных собственных значений 
в точках \п= — х^ (гс = 1, . . . , т ) , то этот оператор L будет иметь 
в качестве ^-функции исходную функцию S (к) и будет, таким образом, 
решать нашу задачу. 

§ 9. Разрешимость уравнения Гельфанда—Левитана, 
Решение первой задачи 

Приступим к решению поставленных в предыдущем параграфе задач. 
Мы будем использовать уравнения Гельфанда—Левитана (8.5), (8.4) и (8.14), 
(8.15) и в первую очередь покажем их разрешимость. 

Будем рассматривать сразу общее уравнение (8.14). Пусть нам задан 
оператор Ll9 т. е. известны его собственные функции «^ (х, к), егоPF-функ-
ция W1(k), положение дискретных собственных значений Хп = — х£ и соот­
ветствующие нормирующие множители Сп (/г1 = 1 , . . . , т^), а также 
функция W (к), обладающая свойствами, перечисленными в лемме 6.2, 
и произвольные положительные числа ъп и Сп(п = 1, . . ., т), причем среди %п 

нет одинаковых. Построим но этим данным функцию Q {х, у) по формуле 
(8.15). В силу наших условий это будет функция, абсолютно интегрируемая 
по х или у в любом конечном интервале. Уравнение (8.14) для К (х, у) 
является уравнением по аргументу у, причем ядро и свободный член 
зависят от х, как от параметра. При фиксированном х это — уравнение 
типа Фредгольма, так что для однозначной разрешимости достаточно пока­
зать, что однородное уравнение не имеет нетривиальных решений. 

Предположим, что при некотором х0 мы имеем решение уравнения 

хо 

h0(y)+\h0(t)Q(t,y)dt^O. (9.1) 
6 

Обозначим 

h , v [ К (У) при у<х0, 
h(y) = ) n . (9.2) 

I 0 при у > х0. 
Умножая (9.1) на h(y) и интегрируя по у, получим 

оо с» оо 

J h? (у) dy + j ^ h (t) Q(t,y) h (y) dt dy = 0, (9.3) 
0 0 0 

или, если вместо Q(t,y) подставить его выражение (8.15), 
с» оо оо 

5 А2 (У) dy +1 \ [ \ h {у) ?1 (у, к) dy]3 [Wa (к) - Wx (к)] кЧк + 
о 6 о 

т оо mi оо 

+ 2 Сп [ J А (у) ?1 (у, ixn) dy]2 - ^ Cni [ J h {У} ?г,л (у) dy]* = 0. (9.4) 
п = 1 0 п. = 1 0 
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Учитывая равенство Парсеваля для системы функций ^1(х, к), перепишем 
(9.4) в виде 

со оо т со 

^][\h(y)9l(y, к)йу]*\Уа(к)Шк+ ^Сп[\к(у)91(у, Un)dyy = 0. (9.5) 
О " О П = 1 6 

Отсюда в силу положительности W2 (к) следует, что h (у) ортогонально 
подпространству непрерывного спектра оператора L H , следовательно, являет­
ся линейной комбинацией собственных функций дискретного спектра. Этого 
не может быть, так как h(y) обрывается при у > х0, так что h(y)~Q. 

Дальнейшие рассмотрения этого и следующих двух параграфов будут 
посвящены решению первой задачи. При этом мы будем иметь дело 
с уравнением 

X 

K(x,y) + Q(x,y)+^K(x,t)Q(t,y)dt = Q, x>y, (9.6) 

Q (х> У) = У\ aJnr- W W ~ ̂  ^ кЧк> < 9 - 7 > 
О 

которое было получено из условия 

UBWU% = I (9.8 
для оператора UB = I ~г К- Покажем, что, обратно, оператор UB~ I + К, 
построенный с помощью решения этого уравнения, обладает свойством (9.8)г 
причем от функции W (к) мы требуем лишь выполнение свойств, пере­
численных в лемме 6.2. 

Заметим, что решение уравнения (9.6) определяет ядро К(х, у), отлич­
ное от нуля только при х < у по формуле 

г х 
~ \ K(x,y) + Q(x,y)+\K(x, t)Q(t9y)dt, x<y, 
K(x,y) = l J (9.9) 

( О , х > у. 

Будем связывать с этим ядром оператор К. Пусть UB = 1 Л~К. Соотноше­
ние (9.9) в терминах Uв и UB перепишется в виде 

UBW=UB, (9.10) 

и чтобы доказать (9.8), нам остается показать, что 

UB = (U*By\ (9.11) 

В силу вещественности W (к) оператор W — самосопряженный, и из (9.10) 
следует, что UBU%==UBWUB, так что UBU% также самосопряженный 
оператор. С другой стороны, вследствие вольтерровости операторов UB И U%9 

оператор UBU% также вольтерров, а это свойство совместно с самосопря­
женностью только если UB U% = I, что нам и требовалось показать. 
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Эти рассуждения носят несколько формальный характер, так как 
не было приведено никаких оценок для ядер К{х, у) и К(х, у), которые 
поясняли бы смысл операторов UB И UB, как операторов в гильбертовом 
пространстве. Однако в соотношении (9.8), если его расписать в ж-пред-
отавлении, участвуют интегралы только по конечным интервалам, сходи­
мость которых не надо доказывать, и это соотношение можно доказать, 
исходя непосредственно из уравнения (9.6). Поскольку же оно доказано, 
можно придать смысл оператору UB- Действительно, функция М(к), 
построенная по W (к) в соответствии с процедурой § 6, является ограни­
ченной функцией и с ней можно связать ограниченный оператор М, 
являющийся оператором умножения на М (к) в импульсном представлении. 
Вследствие того, что М(к) Ф 0, оператор М~х также ограничен. Из (9.8) 
получаем, что оператор U^' = UBM~~ унитарен, откуда следует ограни­
ченность оператора UB-

С помощью полученного оператора UB строим оператор L 

L = UBL0UB\ (9.12) 

где L0 —оператор, введенный в § 3 и 5, является оператором умножения 
на к2, в ^-представлении. Оператор L-самосопряженный. Действительно, 
в силу (9.8) L=UBL0WU%, И требуемое свойство следует из того факта, 
что W и L0 коммутируют. На основании теоремы 5.2 мы можем утвер­
ждать, что оператор L является дифференциальным оператором в х-пред-
ставлении, связанным с уравнением типа (1.1) с потенциалом 

д(х) = 2±К(х,х). (9.13) 

Равенство (9.8) показывает, что исходная функция W (к) является W-функ­
цией этого оператора L. Итак, первая задача § 8 решена в смысле дока­
зательства существования оператора L. Свойства потенциала q (x), полу­
чающегося при решении задачи, будут исследованы в следующем параграфе. 

В заключение отметим, что из наших рассмотрений следует, что 
условие (9.8) однозначно определяет вольтерров оператор UB- Этот факт 
мы уже использовали в § 7. 

§ 10. Уравнение Марченко. Исследование свойств потенциала 

Для исследования свойств потенциала q (x) удобно использовать урав­
нение Марченко: 

со 

A(x,y) = F(x + y)+^A(x,t)F(t + y)di, x<y, (10.1) 
X 

СО 

Р® = Ш ) (S{k)-i)e»4k. (10.2) 
— со 

Мы не будем заново доказывать разрешимость уравнения (10.1), 
а покажем его эквивалентность уравнению Гельфанда — Левитана (8.5) при 
условии, конечно, что соответствующие функции W (к) и S (к) связаны 
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по формулам § 6. В предыдущем параграфе была показана эквивалент­
ность уравнения Гельфанда — Левитана (8.5) и соотношения UBWUB = I 
для оператора UB — I-VK- Но тогда, повторяя рассуждения § 7 и 8, мы 
получим, что оператор VB = UBQ"1 строится с помощью решения А (х, у) 
уравнения (10.1), которое, таким образом, имеет решение при всех ж > 0 . 
Обратным путем нетрудно показать, что если оператор VB построен по ре­
шению уравнения (10.1), то оператор UB = (Q^VB)'1 строится с помощью 
решения уравнения Гельфанда — Левитана (8.5), откуда следует единствен­
ность решения уравнения (10.1). 

Потенциал q (х) = 2 -г- К(х, х) просто выражается через А(х,у). Дей­

ствительно, из (7.12) следует, что А(х,х) = К(х,х) — Т1(0) и —А(х,х) = 

= -т-К(х, х). Если расписать соотношение (7.7) через К(х, у) и К (х, у), 

мы получим 
х 

K{y,x) + K(x,y) + \jK(t,x)K(t,y)dt = 0, (10.3) 
У 

откуда ~т-К{х, х)= —-j—K(x,x) и окончательно мы получаем 

q{x) = 2±K (х, Х)=-2±А (х, х). (10.4) 

Перейдем теперь к исследованию поведения решения уравнения (10.1). 
Оказывается, что потенциал q (x) ведет себя во многом аналогично произ­
водной от функции F (t) при t > 0. Приведем соответствующие оценки. 
Сначала рассмотрим поведение F'(t) в зависимости от свойств потенциа­
ла q(x). Удобно ввести функции 

оо оо 

o(x)={\q (t) | dt, C l (x) =[ t\q(t)\dt. (10.5) 
X X 

Оценки, приведенные в § 4, запишутся следующим образом: 

1А(х,у)\<Кс(^р), (10.6) 

^А{х,у) + ±д(^^\<Ко(^)с{х). (10.7) 

Перепишем уравнение (10.1), положив х = г/, 
оо 

А (х, x) = F (2х) +\А (Х, t) F (t + x) dt (10.8) 
X 

ИЛИ 
оо 

F (2х) = А (х, х) - 2 {А (Х, 2t - х) F (2*) dt. (10.9) 
X 

Уравнение (10.9) решается методом последовательных приближений, причем 
для его решения мы получаем оценку 

\F(2x)\^Ka(x). (10.10) 
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Дифференцируя (10.9) по х и используя оценки (10.7) и (10.10) и равен­
ство (10.4), получим окончательно равенство; 

I F' (2х) + \ q (x) \<Кс2 (х). (10.11) 

Проведем теперь исследование в обратную сторону. Удобно переписать 
уравнение (10.1) следующим образом: 

оо 

A(x,x + y) = F(2x + y)-i ^A(x,x + t)F(2x + t + y)dt. (10.12) 
о 

Если обозначить через Fx оператор 
оо 

Fxg(y)=\g(l)F(2x + t + y)dt, (10.13) 
о 

то из разрешимости уравнения (10.1) при всех х и малости Fx при боль­
ших х следует равномерная оценка нормы оператора (I — Fx)~x в Xх (0, оо), 
из которой мы получаем: 

{ \А(х, x + y)\dy=[ \A(x,y)\dy<K[ \F (t)\dt. (10.14) 
x 2x 

оо оо 

:(x)=i\F'(t)\dt, -1(x)=\t\F'(t)\dt. (10.15) 
X X 

оо 

\F(x)\<{\F'(t)\dt = i(x). (10.16) 

0 X 2X 

Обозначим 

Тогда 

Из уравнения (10.1) и оценки (10.14) получаем равномерную оценку: 
\А(х,у)\<Кх(х + у). (10.17) 

Теперь будем исследовать дифференцируемость А (х, х). Обозначим 
В(х,у)=А(х,х + у). (10.18) 

Разность 
АхВ(х, у) B(x + h, y)-B(x, у) 

h h 

удовлетворяет уравнению того же типа, что и В{х,у): 

(10.19) 

оо 

АЯД(*, У) ^^xF(2x + y) С в t\A^(^ + t+V)dt ! 

О 
оо 

+ \ A*gj>»*> F(2x + 2k + t + y)dt. (10.20) 
о 

Свободный член 
оо 

bxF(2*+y).+ ^ в {х> у) AxF(2x + t + y) ^ ( 1 ( Ш ) 
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вследствие дифференцируемости F (х) имеет равномерную по h оценку, 
откуда получаем дифференцируемость функции В(х,у). Более того, совер­
шенно так же как раньше, для В' (х, у) получаем оценку: 

оо 

^\B^(x,y)\dy<Kx(2x), (10.22) 
U 

откуда 

-^А(х, x)-2F' (2 .х) |<#х 2(2х) (10.23) 

или 
F' (2x) + \q(x)\< Kz2 (2х). (10.24) 

Неравенства (10.11) и (10.24) являются точным выражением нашего утвер­
ждения об аналогичности поведения функций q(x) и F'(2х). В частности, 
из них следует, что если выполняется условие 

оо 

\x\q(x)\dx<oo, (10.25) 
о 

то имеет место также 
оо 

\ x\F'(2x)\dx<ooy (10.26) 
о 

причем последнее условие является не только необходимым, но и доста­
точным для того, чтобы для потенциала q (x) имело место неравенство (10.25). 
При помощи этих неравенств можно также установить необходимые и до­
статочные условия, которым должна удовлетворять ^-функция для того 

чтобы соответствующий потенциал, например, убывал как — , или убывал 

экспоненциально, или обрывался при х > А и т. д. Мы не будем приво­
дить точные формулировки за недостатком места. 

§ 11. Уравнение Крейна. Асимптотика функции ср (лег, к) 

Собственные функции ср(#, к) оператора L строятся по формуле 
х 

9(х, к)=™^+ \к(х, y)^fi-dy. (11.1) 
о 

В соответствии с формулой (1.16) эти функции должны при х—> оо 
иметь асимптотику 

<р(ж, Л) ^ ^ ^ - sin (Лж — 7j (Л)), (11.2) 

где А (к) и т] (к) — модуль и аргумент М-функции оператора L, которая 
однозначно определяется по функции W (к) соотношением 

™М=Щк)щ-и) ( 1 4 - 3 > 
и условием аналитичности (см. § 6).. 
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Увидеть асимптотику (11.2) непосредственно из формулы (11.1) не легко. 
Мы приведем другое представление для функции ср (х, А), из которого асимп­
тотика (11.2) получится без труда. Конечно, мы не стали бы приводить 
этого представления только ради доказательства асимптотики (11.2). Дело 
в том, что приведенная ниже процедура имеет самостоятельный интерес, 
так как она более полно вскрывает структуру ядра К (х, у) оператора 
преобразования. 

Будем исходить из уравнения Гельфанда—Левитана 

X 

К(х, y) + Q(x, y)+ ^К(х, t)Q(t, y)dt = 0, y<x, (11.4) 
U 

со 

Q (х, У)= ~^\ sin kx [W (k) - 1] sin ky dk. (11.5) 
о 

Из определения (11.5) видно, что 

Q(x, y)=H(x-ij)-H(x±y), (11.6) 
где 

со 

H(t)~±-{ [W {k)-1] cos ktdk (11.7) 
U 

совпадает с функцией Н (t), введенной в § 6 (см. (6.6)). Если искать ре­
шение К(х, у) в виде 

К(х, у) = Гах(х-у)-Г2х(х + у), (11.8) 

то для Г2х (t) мы получим уравнение 
2х 

Г2Х(0 f Я(0+ ) r2x(s)II(s-t)ds = 0, (11.9) 
о 

эквивалентное уравнению (11.4). Это — уравнение по аргументу t функции 
T2x(t), a x является параметром, что и подчеркивается несимметричной 
записью Г2х (t) как функции своих аргументов. 

Будем называть уравнение (11.9) уравнением Крейна. Зная его реше­
ние, мы без труда можем построить ядро К(х, у), а вместе с ним и по­
тенциал д(х) и решение ср (х, к). Однако мояшо выразить эти функции 
непосредственно в терминах функции T2x(t). Приведем соответствующий 
вывод. 

Если обозначить через Ga(x, t) резольвенту ядра H(x — t) на проме­
жутке (0, а): 

а 

Ga(x,t) + H(x-t) + \Ga{x, s)H{s-t)ds = 0, (11.10) 
о 

то 
г2х(0 = сал(о, t). (И.Н) 
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Отметим некоторые свойства ядра Ga(x, i): 

•^Ga{x, t) = Ga(x, a)Ga(a, t), (11.12) 

что можно получить, продифференцировав уравнение (11.10) по а, и 

Ga(t, s) = Ga(a-t, a-s). 

Выразим q(x) = 2-7—K(x,x) через F2x(£) = G2x (G, t): 

q(x) = 2-^G2x(0, 0 ) - 2 A G 2 X ( 0 I 2 . T ) 

Если обозначить 
A(x\ = 2G2x(0, 2 ^ = 21^(2^), 

то в силу свойств (11.12) и (11.13) 

Ч (х)-- dx А(х) + АЦх). 

(11.13) 

(11.14) 

(11.15) 

(11.16) 

Представление (11.16) позволяет свести уравнение второго порядка с по­
тенциалом д(х) к системе уравнений первого порядка. Действительно, 

0Р- d -А{х)*)(±+Л(х) dx dx 

и уравнение 
•y" + q{x)y=k2y 

эквивалентно системе: 

dx y-\-Ay=--kz, 

— z + Az = ky, 

(11.17) 

(11.18) 

(11.19) 

которая может в некоторых случаях оказаться более удобной, чем исход­
ное уравнение (11.18). Выразим теперь решение ср(х, к) через Г2х(£): 

sin кх t у ч з ш а* . Г г / ч sin ку , Г -п / , \ sin ку 7 

? (ж, А) = — j ^ — + J 1 гх (« - 3 / ) - 1 Г - fi?/ - ^ ! гх (•* + У) ~-Т- dy = 
о 

2.Х 

п Л-а; i_ С r Л \ s i n А: (а? — О s i n A-.; d/ = 

2х 

= у Im [ eihx (i+{ Г2х ( 0 е" ш й Л ] . (11.20) 

При х —> со. 

<р (я, А) _» i - Im [ eihx ( 1 + ^ Г (0 е " ш <*Л ] , (11.21) 
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где Г (t) = П т Г 2 х (t) является решением уравнения: 

оо 

Г(0 + Я(0+ ^r(s)H(t-s)ds = 0. (11.22) 
О 

Именно этому уравнению удовлетворяет функция 
оо 

T(t) = -^\(M{k)-l)e~ik,dk, (11.23) 
— ОО 

введенная в § 6 (см. (6.3)). Это нетрудно получить, если взять преобра­
зование Фурье от тождества (11.3), переписанного в виде 

( ^ ( А ) - 1 ) ( М ( Л ) - 1 ) + ( М М ^ (11.24) 

1 и учесть, что - ^ - — — аналитична в нижней полуплоскости. J М (—к) J 

Таким образом, из (11.21) получаем, что при х—> оо 

<р(х, к)~^~1т{М(-к)е-1кх}у (11.25) 

откуда следует требуемая асимптотика (11.2). 

§ 12. Связь операторов с различными дискретными спектрами 

В соответствии с нашей программой мы закончили решение первой 
задачи и в настоящем параграфе займемся второй задачей. Нам надо рас­
смотреть уравнение Гельфанда — Левитана (8.14) для случая, когда исходный 
оператор Lx не имеет дискретного спектра, т. е. все Сп = 0, и когда ис­
комый оператор имеет ту же самую функцию W (к), что и исходный, и 
дискретные собственные значения в точках Хп = — хг? {п — 1, . . . , т), с соот­
ветствующими нормирующими множителями Сп. Уравнение имеет в этом 
случае следующий вид: 

X 

К(х9 у) + &(х, у)+^К(х, t)Q(t, y)dt = 0, х>у, (12.1) 
о 

т 
а ( я , y) = ]>jCn<?i(x> i*n)4i(y> ып)- (12-2) 

71=1 

Это уравнение с вырожденным ядром и оно легко решается. Удобно поль­
зоваться векторными обозначениями. Так, Q(x, у) можно записать в виде 

Q(x, у) = (ф(*), ? Ы ) (12.3) 

где $(х) и 9 (у) — векторы с компонентами Cn(p1(xf Ып) и чх{у, Ьеп). Ищем 
К(х, у) в виде 

К(х, у) = (й(х), 9 Ы ) . (12-4) 
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Тогда уравнение перепишется в виде 
X 

(а(х), ?(y)) + ($ (4? (») )+(^ (0*aW, Т(2/)) = 0. (12.5) 
О 

Здесь R(t) — тензорное произведение векторов 9 ( 0 и Ф(0» т- е- матрица 
с элементами 

rih{t) = 1i{t)M) (i. k = l, . . . . то). (12.6) 
Обозначим 

У(ж) = / + ^ Д . ( 0 ^ . (12.7) 
о 

Тогда общий результат о разрешимости уравнения Гельфанда—Левитана 
позволяет нам утверждать, что матрица V (х) обратима при всех х. Впро­
чем, из самого определения можно легко проверить положительную опре­
деленность этой матрицы. 

Из. (12.4) и (12.5) получаем 

К(х, y)=-(V(xr^(x), срЫ), (12.8) 

в частности, 

К {х, х) = —(V {х)"1 ф (х), 9 (х)) = - sp (V (х)-1 R {х)) = 

= -sv{y{x)-^V{x))=—^\rxiebV{x), (12.9) 

так как 

вд=^(*)- (12-10> 
На основании исследования общего уравнения Гельфанда —Левитана (8.14), 
аналогичного проведенному нами исследованию уравнения (8.5), можно 
показать, что оператор 

L = UBL1UB\ (12.11) 

построенный с помощью решения К (х, у) этого уравнения, является в 
^-представлении дифференциальным оператором с потенциалом q (x) = qx (x) + 
+ Дд(ж), где 

Ао(х) = 2^К(х, х), (12.12) 

и имеет в качестве собственных функций функции 
х 

9 (х, к) = 9l (х, к) + ^ А" (х, у) ? 1 (у, Л) dy, (12.13) 
О 

причем его W-функцией является функция W (к) и точки Х п = — ъ\ 
(/г = 1. . . ., т) являются точками его дискретного спектра. 

Мы не будем проводить этого исследования и докажем сформулиро­
ванные утверждения для рассматриваемой задачи другими средствами, 
7 Успехи матем. наук, т. XIV, вып. 4 
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пользуясь ее простотой. Доказательство того, что в нашем случае <р (х, к), 
построенная по формуле (12.13), является решением дифференциального 
уравнения типа (1.1) с потенциалом q(x) = qx(x)-\-Ag(x), где hq(x) опре­
деляется формулой (12.12), будет получено в § 15. В настоящем парагра­
фе мы рассмотрим свойства этих функций. 

Из (12.8) и (12.9) получаем следующие формулы для Ад (я) 'и у(х, к): 
d2 

Ад (х) = - 2 - ^ In || V (х) ||, || V (х) || = det V (x), 

? ( я , к) = 

V{x) ф(а?) 
@ (х, к) срх (х, к) 

(12.14) 

(12.15) 11*4*) II 
Здесь в числителе стоит определитель матрицы, составленной из матрицы 
V (х), окаймленной векторами ф (х) и ф(х9 к), где 

Р (я, Л) - ^ <р (у) ср2 (у, Л) dy. (12.16) 

Л/-функцию оператора L можно найти из асимптотики решения ср (х, к). 
Мы исследуем эту асимптотику, а также изучим свойства добавки к потен­
циалу Ад (х) непосредственно на основании формул (12.14) и (12.15), огра­
ничиваясь для простоты случаем т = 1. Будет использовано то обстоятель­
ство, что при х—> оо функция 9 i ( x ' г'°0> а > 0 имеет асимптотику 

^ ( ж , га) =-Neax [1 + о(1)] 

и при х —> О 

<рх(ж, га) = х [ 1 + о ( 1 ) ] . 

Разобьем функцию <?(х, к) на два слагаемых, 

?(х, k) = -^-[h(x9k) — h(x9 —к)], 

где при х —> со 

/г(х, Л) = Л Г ( - А ) е 1 й х + о(1). 

(12.17) 

(12.18) 

(12.19) 

(12.20) 

Из (12.15) получаем 

h (х, к) = ^ ( ж , к) 

= Мг(-к) 

Суг(х, ix) 

1 + C j [<Pi(*, ^ ) ] 2 ^^ ° 
О 

\ 91 (^ ' г х ) ^г1 (х"> ^ ) ^ , г ^ 

ifex CAV N oiftx-Их + 0(1) = 

* + i* ift 

так что 

=м1(-к)£Е£е»*+о(1), (12-21) 

М (к) = Мх (Л) 
Л-)-'* 

(12 22) 
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откуда следует, что оператор L имеет дискретное собственное значение 
в точке Х= — %2. 

Перейдем к исследованию &q(x). В силу определения (12.7) V (х) имеет 
две производные, даже если потенциал qx (x) исходного оператора являет­
ся обобщенной функцией с о-образными особенностями. Поэтому &q (х) всегда 
является обычной локально суммируемой функцией. При х—>0 

х 

Ц{х)= -2-£rln{l + c\t*[l+o(l)]dt}=-4Cx[l + o(i)], (12.23) 
О 

и при х —> со 

Aq{x)= _ 2 n ^ ( y ' W f = _ 1 . ( 2 я ) з е - 2 « [ 1 + 0 ( 1 ) ] . (12.24) 

В общем случае, когда т > 1, для kq(x) справедливы аналоги форму 
т 

(12.13) и (12.24), причем в (12.23) С = ^Сп, а в (12.24) х = хг, где хг-

наименьшее из чисел хп я С~СГ. Во всяком случае, 
оо 

^x\bq(x)\dx < оо. (12.25) 
о 

С точностью до утверждения, которое будет доказано в § 15, мы за­
кончили решение второй задачи § 8. Решение дается формулами (12.14) и 
(12.15). При этом в этих формулах в качестве Сп могут использоваться 
произвольные положительные числа, так что мы имеем т/г-параметрическое 
семейство решений. 

Формула (12.14) носит название формулы эквивалентных потенциалов 
Джоста и Кона. 

Одновременно мы закончили решение нашей основной обратной зада­
чи. Результаты, полученные в § 9 — 12, можно сформулировать в виде-
следующей теоремы. 

Т е о р е м а 12.1. Всякая функция S(/с), обладающая свойствами: 
1) \S(k)\ = S(aD) = S(0) = l, 

2) $(-k) = S(k) = S-1(k), 
со оо 

3) *У (Л) = 1 -Ь ^ F(t)e-ihtdt, где \ \F (t)\dt < оо, 

4) argS(k) = —Ainm, m > О, 

является S-функцией некоторого оператора, имеющего непрерывный спектр 
на полуоси (О, оо) и т отрицательных собственных значений, и который 
в х-представлении является дифференциальным оператором типа (1.1), 
потенциал которого может быть обобщенной функцией типа производной 
от локально суммируемой функции, 

7* 
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Для того чтобы выполнялось условие \ x\q(x)\dx < со, необходимо и 
о 

оо 

достаточно, чтобы \ t \F' (t) \ dt < оо. Если т > 0, т о потенциал не оп~ 
и 

ределяется однозначно, а существует целое т-параметрическое семейство 
потенциалов, таких, что соответствующие операторы имеют S (к) в ка­
честве S-функции и данные числа \п = — v?n в качестве собственных зна­
чений. 

§ 13. Рациональный множитель у Ж (к) 

В предыдущем параграфе был рассмотрен случай, когда общее урав­
нение Гельфанда — Левитана имеет решение в замкнутом виде. Этот случай 
не является единственным примером подобной ситуации. Оказывается, 
что можно явно решить уравнение для оператора преобразования, связы­
вающего два оператора Ь± и L2, Af-функции которых отличаются рацио­
нальным множителем. Мы рассмотрим случай, когда исходный оператор 
Lt с потенциалом q± (x) не имеет дискретного спектра и построим опера­
тор L2, М-функция которого имеет вид 

N 

М2 (к) = М, (к) Д | ± g , *1 > 0, pi > 0. (13.1) 
1=1 

Требование $L > 0 обеспечивает регулярность М (к) в верхней полу­
плоскости. Требование at > 0 не нарушает общности, так как 

к—ia к—ICL k-\-ia 
k+i$ к+ia k + i$ ' 

и можно, рассмотрев преобразование 

(13.2) 

М(к) = МЛк)^, (13.3) 

Затем провести преобразование 

Mi(k) = M1{k)^a, (13.4) 

как это сделано в предыдущем параграфе. 
Будем также считать, что среди чисел аг и {Зг нет совпадающих. 

Уравнение для соответствующего оператора преобразования имеет вид: 
X 

К (х, y) + Q(x, У)+[К (х, t) Q {t, y)dt = 0, y< x, (13.5) 
о 

оо 

Q{x, уУ-^-^^х, A ) [ W - 2 ( A ) - H \ ( * ) ] ? 1 ( y , k)k*dk = 
о 

оо N 2 

= А [ Тх (х, к) Wx {к) [ П | ± | - 1 ] Ъ (у, к) A* dk. (13.6) 
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Разложим член в скобках на простейшие дроби; 

nSz^-i-Sirb. (13Л) 

где 

А^-Ч • <13-8) } N 

Ш 
Для Q (х, ?/) имеем выражение 

со N N . 
Q^- ^)=4 W x> ^ 2 ^ ^ ^ ^ ft)ft»dfc=2A&4(*. у)> (13-9) 

я 3 £ * +ai
 !=1 

где ga(x, у) — ядро резольвенты оператора Lj при Х= — а2. В § 2 мы ви­
дели, что 

g. (х, у) = ? 1 (х, и) ̂ | . у , К П . («. У) = 8а (У, «), (13.10) 

является решением уравнения 

С - -й-+а2+^ (ж09а (ж'у)=Цх -у)- (13Л1) 

Для любого решения уравнения 
__ rVf(x) - Щ (ж) + q± (х) ̂  (ж) = 0 (13.12) 

имеет место тождество 
ъ 

(а* + /с2) ^ ga (х, у) ф (у) dy = ф (ж) + [g„ (x, у); ф (у)] |«g , (13.13) 
а 

где 

[<р(ж); ф(ж)] = Ф' (жЖж) —<р(ж)ф' (ж). (13.14) 

Будем искать i£ (ж, ?/) в виде 

К(х,у) = Ъ a,(x)<tUy), (13-15) 
где 

? ? ( » ) « ? i ( ^ Щ (/ = 1 ЛГ). (13.16) 
Подстановка (13.15) в уравнение (13.5) дает: 

N N 

j=i 1=1 М ' 
N N х 

+ 2 2 А«* (*) ^ ̂  w е" ('• ^ ^ = ° - <13-17> 
j=i 1=1 о 
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Преобразуем последний член по формуле (13.13): 
N N х N N 

I] 21 М(*>$?$(0gl(t. y)dt~22aj(*)."га?§(У) + 
; = i Z = l о j=\ b= l 

TV N 

+ Ц I ] «/ (ж) [g! (*, */); ?? (y)] -^-2 . (13.18) 

Первое слагаемое в (13.18), как видно из (13.17), взаимно уничтожается 
с первым членом уравнения (13.17) и последнее можно переписать: 

N А *( ) N 

2 - J i ^ [ / " ( * ) + 2 ^(*)e/W]=o. (13.19) 
г=1 ' y=i 

где 
' ^1у(^ = 1 з Ц г [ / " ( ^ ; ?§(*)]• (13.20) 

l— pi 

Дальше удобно пользоваться векторными обозначениями. В силу линей­
ной независимости <р" (13.19) эквивалентно уравнению 

t(z) + W(x)a(x) = 0, (13.21) 
откуда 

а (ж) = - W'1 (x) f (x) (13.22) 

и 
* ( я , у) = (а(я), * (у)) = - ( И ^ (*)£(*), ср(г/)). (13.23) 

Основное свойство элементов матрицы W(#) аналогично свойству (12.10) 
элементов матрицы V(x), а именно, соотношение 

й-W'z, (* )= /" (*)?$(*) (13-24) 

позволяет нам получить опять красивые выражения для изменения потен­
циала &д(х) и решения ср2 (2:, А:): 

А^ ( * ) = - 2 ^ 1 п | | Ж ( ^ ) | | , (13.25) 
II W(x) 1(х) II 

где 
Гер,- ( # ) : ф, (а?, к)] с д 

Р/(«. *0 = YC*' = $?$(')?! С *)<*'• (13.27) 
Формула (13.25) носит название формулы Баргмана. 

В § 15 будет показано, что ср2 (̂ :, к) действительно является решением 
уравнения типа (1.1) с потенциалом д2 (х) = дг (х) + А? (#)• Асимптотику 
решения <р2(;г, к) можно получить непосредственно из явного вида (13.26) 
так же, как это сделано в предыдущем параграфе. Она имеет вид 

?г(х, к) = -±-[М2(- Щ eihx-М2 (к) e'ihx] + о (1), (13.28) 
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где 

МАк) = м1{к)Т[Ш' (13'29) 
1=1 

что доказывает правильность нашего решения. 
Без труда можно исследовать поведение дд(я) при ж—»0 и х—>со. 

При х—>оо &q(x) по-прежнему экспоненциально убывает, однако при 
х~-»0 Ад (я) не —>0. Рассмотрим для простоты случай одного множителя. 
На основании (13.24) 

X 

W(x)=^W(0) f \U(xf ia)n(xt i^)dx. (13.30) 
о 

Но из (13.20) следует, что W (0) = ffi^ffi , откуда 

W(^) = ^ - ( l + ( a 2 - ^ [l + o ( l ) ] ) , (13.31) 

Дд(0) = - 2 ( а 2 - р 2 ) . (13.32) 
Приведенные формулы можно использовать для приближенного опре­

деления потенциала q (x) по заданной функции S(k). Произвольную функ­
цию S(k) можно аппроксимировать рациональной функцией £н(/с). Соответ­
ствующая приближенная функция MR (к) будет иметь вид произведения 

^w-nSI. (13-33) 
i= i 

и построенный по этой функции потенциал в явном виде запишется через 
тригонометрические функции. Вообще говоря, его асимптотика будет су­
щественно отличаться от асимптотики точного решения, но в некотором 
среднем интервале поведение потенциала будет передаваться приближен­
ным решением достаточно хорошо. 

В качестве примера возьмем функции 
M(/c) = £ ± | s (13.34) 

Соответствующая фаза г имеет вид 
c t ^ W = ] O T + ^ f e (13-35) 

и дискретный спектр отсутствует. Для потенциала q (x) получаем формулу 

^)=\?1ъТ+~а2^- <1 3-3 6) 
Выражение для решения ср (х, к) более громоздко и мы не будем ее 

приводить. 

§ 14. Случай I > 0 

Уравнение (1.1), которое мы до сих пор рассматривали, является 
частным случаем уравнения 

4 ! ) =-y' + (q(x) + Щ^1 ~) У = s*y, (14.1) 
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с которым приходится иметь дело при разделении переменных в уравне­
нии Шредингера 

— Au + qu = s2u (14.2) 
во всем трехмерном пространстве, если потенциал q (x) — сферически сим­
метричен. Мы займемся в этом параграфе перенесением на оператор Ul> 
всех свойств, полученных в предыдущих параграфах для оператора L» 
Обозначим 

? № s) = -jhrh(s*), (14.3) 

№(х, s) = (i)l*W?{sx)9 (14.4) 

где ]\{х), /г/1} (ж) — так называемые сферические функции Бесселя; для лю­
бой цилиндрической функции соответствующая сферическая определяется 
равенством: 

zl(x) = Y^fZi+1(x) (1 = 0,1,2...). (14.5) 

При i - > 0 и х —> со введенные функции ведут себя следующим образом: 

?*'>(*, s)\x^lo = -±rsin(sx-^ + o(i),j (14-6) 

№(х, ^)|»->О = { ' ( У ' [ 1 + О(1)] , #>(*, *)к~> = е*" + 0(1) . (14.7) 

Они являются аналогами и elsx в рассматриваемом случае. Решения 
^(х, s) и f^(x, s), являющиеся обобщениями решений <p(x,s) nf(x,s)f 
определяются условиями 

П т ( 2 г + 1)Пу(|)(а;> s) = l, (14.8) 

lim e-ie5C/('> (х, 5) = 1. (14.9) 
х->оо 

Интегральные уравнения, аналогичные (1.5) и (1.6) и эквивалентные диф­
ференциальному уравнению (14.1) с условиями (14.8), (14.9), имеют вид 

х 
<р«Цх9 *Нср(')(х, s)+jj/<*>($; х, t)q(t)<fW(t, s)dt9 (14.10) 

о 
оо 

р)(х, s) = №(x, s)-^JV(s; x, t)q{t)fW(t, s)dt. (14.11) 

Здесь 

JW(s; ж, *) = ( * Ш ° ( * . * ) / № s)-?V4t, s)filHx1-s)]. (14.12) 
С помощью этих уравнений на рассматриваемый случай можно перенести 
результаты § 1 относительно поведения решений cpW (#,s) и /W (ж, 5) на комплек­
сной плоскости s, при больших х, и т. д. в предположении, что для потенциала 
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q(x) выполняется условие 
оо 

{x\q(x)\dx<as>. (14.13) 
о 

Так, например, решение yW(x, s) является целой функцией s, а решение 
/ ( г )(#, s) аналитично по s в верхней полуплоскости % > 0 и имеют место 
оценки 

\^{х, 8)\<К^-я^У+'е1^, (14.14) 

\РЦх, 8)\<к(±±^Уе-™, ,>0. (14.15) 

При больших | s | для решения / ( i )(#, s) имеет место асимптотика 
fW(x, s) = eisx + o(l), х > 0 . (14.16) 

При вещественных s решение <pW(x9 к) можно выразить с помощью 
решения /<0 (х, к): 

'-е(°<х' * ) = = 2 l * ( 4 ' ) , [ / ( , ) ( a : » *) Л^(1) ( - Л) - ( - I)1 /<1> (ж, - Л)М(О (Л)], (14.17> 

причем функция 

М( ' ) ( ^ = 1 1 т . ч ^ ' 1 ) и / ( 0 ( Ж , S) ( 1 4 .18) 

обладает всеми свойствами функции М (s), перечисленными в лемме 1.6, 
с поправкой относительно выражения для нормировочной постоянной Сп . 
В нашем случае эта постоянная имеет вид 

- 1 

Мы по-прежнему считаем, что М^(0)фО. Так ^же, как и раньше, свой­
ство М ( г ) (0) = 0 не является устойчивым и поэтому наше ограничение не 
является существенным. Отметим, что при этом ограничении решение 
ср(г> (х, 0) при больших х имеет асимптотику 

<?«Цх, 0) = Аа*+* [1+о(1)]. (14.20) 

Результаты параграфов, следующих за первым, [относительно теоремы 
разложения по собственным функциям, существования операторов преобра­
зования, выражения для асимптотики со временем для решения нестацио­
нарного уравнения Шрсдингера могут быть перенесены на рассматриваемый 
случай. Так, равенство полноты собственных функций имеет вид 

т 

2 СпУп(х)<?п(У) + 
ОО 

+ " Н *(')(ж' feV'>(fc)M<'>(-*)T(')(y' к)№+*Ык = Цх-у). (14.21). 
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Д л я решений cp(0 (x, s) и ftl)(x, s) справедливы представления 
х 

<р(')(ж, $) = <р<0 (*, S)+{KW'(X, t)<fp(t, s)dt, (14.22) 
о 

oo 

/«>(*. *) = / № , s)+^AW(x, t)fp(t, s)dt. (14.23) 

Оператор рассеяния, связанный с оператором Н1\ строится с помощью 
функции 

smw-*£&$• <1 4-2 4> 
Эта же функция участвует в асимптотике при больших х для нормиро-

ванной собственной функции §(1Цх, к)= K
(l

} у^(х, к): 

ф(')(ж, k)\x-,oo = ~[S(lHk)eikx-(-l)le-ikx] + o(l). (14.25) 

Эти результаты позволяют, так же как и раньше, решать обратную 
задачу, т. е. задачу восстановления оператора LW его ̂ -функции. Так, 
для ядра К^ (х, у) имеет место уравнение 

X 

KW (х, у) + 2«> (х, у) + \ KW (х, t) Q<*> (t, у) dt = 0, х > у, (14.26) 

где 

&1Чх, У) = 2 СЛ1Ч*, Ю^1)(У, "„)+-
П = 1 

+ V 5 ? № ^ ( f c ^ M - A ) ? ^ ' k)kW+*Uk. (14.27) 
о 

Повторяя наши рассуждения, можно доказать однозначную разрешимость 
этого уравнения, доказать равенство полноты типа (14.21) для функций 
<р(/) (х, к), построенных по решению К^(х, у) по формуле (14.22), 
и вывести дифференциальное уравнение типа (14.1) для cpW(#, к). Однако 
проследить зависимость свойств функции SW(k) от свойств потенциала 
q(x) и обратно с помощью этого уравнения или аналога уравнения Мар­
ченко оказывается трудно. Дело в том, что ядра уравнений типа (14.26) 
строятся с помощью бесселевых функций, для которых нет таких простых 
формул сложения, как и для тригонометрических Гфункций, с которыми 
мы имели дело раньше. Конечно, условия типа (6.7), (6.9) для ^-функ­
ции останутся в силе и в рассматриваемом случае. Что же касается ана­
лога условия (6.8), то не ясно заранее, что его удобно формулировать 
в терминах преобразования Фурье от функции $^(к). Можно думать, 
что в случае I = 0 преобразование Фурье возникало естественным образом 
вследствие того, что мы вообще имели там дело с тригонометрическими 
функциями. Тем более удивителен тот факт, что, как оказывается, поведе­
ние *У-функций операторов типа L(Z) ничем не отличается от поведения 
^-функций операторов типа Z/°). Точнее, имеет место 
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Т е о р е м а 14.1. Если функция S (к) является S-функцией оператора 
типа №1\ связанного с дифференциальным уравнением (14.1) с потенциа­
лом q(x), то она является также S-функцией оператора типа Z/m> 
с произвольным т = 0, 1, 2, . . . , / + 1, . . . , причем соответствующие 
потенциалы q^m^(x) ведут себя при х—>0 и х—> оо аналогично потен­
циалу q(x). 

Доказательство этой теоремы будет получено в следующем параграфе. 
Там же будет уточнено, в каком смысле аналогично поведение потенци­
алов q(x) и q(m)(x) (га = 0, 1, 2, . . . ) . 

§ 15. Преобразование уравнений типа Штурма—Лиувилля 

В предыдущих параграфах мы неоднократно упоминали, что ряд 
утверждений будет доказан в § 15 на основании некоторого общего ме­
тода. Мы начнем с изложения существа самого метода и затем получим 
требуемые утверждения, как его следствия. 

Пусть у0 (х) — некоторое частное решение уравнения 

-у* + д{х)у = \у (15.1) 
при Х = Х0, которое не обращается в нуль в окрестности точки х = а. 
Составим выражение 

где у(х, X) —произвольное решение уравнения (15.1), а [<р; ф] — определи­
тель Вронского 

[ср; ф ] = = 9 Ч ж Ж * ) —?(Ж)Ф'(Ж)- (15.3) 

Л е м м а 15.1. Функция ух(х, X) является решением уравнения типа 
(15.1) с потенциалом q1(x) = q(x) + &q(x), где 

д^)=-2^^=-2^1п2 /° (ж)- (15-4) 

Для доказательства заметим, что для двух произвольных решений 
уравнения (15.1) справедливо равенство: 

Поэтому 

у[(х, 1) = у(х, X) -1^^у^]]у'о(х) = у{х, \)-Уг(х, \)v(x), (15.6) 

где функция v(x)= ljQy> является решением уравнения типа Риккати 

v'(x) + v*(x) = q(x)-\. (15.7) 

Дифференцируя (15.6) еще один раз, на основании формул (15.6) и (15.7) 
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получаем: 
У1(х, *) = У'(Х, b)—yi(x> х ) » ( * ) - & ( « . X)t»'(a;)=-

= y'(s» l)-y(x, X) ^ | | | + yx (ir, X) и2 (ж) - г/: (ж, Х)о'(а;) = 

= - I y (%^ )
( ; )

y o ( a ? ) 1 + 2/i (x, X) [i/* (ж) + v' (x)] - 2Vl (x, X) v' (x) = 
= [X0 - X + o*{x) + v, {x)_ 2v> {x)]yl{x, X), 

т. e. 
-У[{х, Ц + дЛх)у1(х, Х) = Х2/1(ж, Х), (15.8) 

что и требовалось доказать. 
Формула (15.2) имеем смысл для X ф Х0. При Х = Х0 одним из реше­

ний преобразованного уравнения является функция 
1 

"ю ( Х ) = * (15.9) 
Уо W 

В качестве линейно независимого решения можно взять функцию 

*"<*)-*,.(*) $ ^ = - ^ №<*>*• (15.10) 
Конечно, решения (15.9) и (15.10) могут быть получены из формулы (15.2) 
соответствующим предельным переходом. 

Можно обратно выразить функцию у (х, X) через решения преобразо­
ванного уравнения. Для этого достаточно заметить, что в силу (15.9) 

УО \Х) __ Z\0 (X) ГАК j j \ 

Уо (х) . % W ' V • / 
и поэтому формулу (15.6) можно переписать в виде 

у(х, \) = у'1{х, Ц-У1(х, Ь)^=1У1{Х\Х);ХУХ)] • (15.12) 
Z10 [X) Z10 [X) 

Формула (15.12) определяет преобразование, обратное к (15.2). 
До сих пор мы рассматривали преобразование (15.2) в окрестности 

точки х = а, в которой преобразующее решение у0 (х) не обращалось в нуль. 
Теперь мы построим поведение решения преобразованного уравнения 
в окрестности тех точек, где это условие не выполняется. Имея в виду 
приложения к уравнениям типа (1.1) и (14.1), будем считать, что такой 
особой точкой является точка х = 0 и что в окрестности х = 0 потенциал 
исходного уравнения имеет особенность типа 

q(x) = l-MPL + 0(-lri'), з>0. (15.13) 

Требование (15.13) несколько сильнее, чем условие, которое мы наклады­
вали на потенциал в § 1 и 14, а именно 

1 

{x\q(x)\dx< оо, (15.14) 
и 

н.) оно значительно упрощает все оценки. 
Будем говорить в этом случае, что уравнение (15.1) имеет /-особен­

ность при х—>0. Существуют два типа решений в окрестности х = 0: 
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регулярное 
у(х, Х) = С(Х)ж1 + 1[1+0(жв)]> (15.15) 

и нерегулярное 

z{x, Х ) = ^ [ 1 + 0 ( О ] . (15.16) 

Очевидно, что все регулярные решения отличаются только множителем. 
Произведем преобразование с помощью какого-нибудь регулярного 

решения у(х, Х0). К потенциалу q(x) прибавится член 

*?(*)= - ^ ^ ^ П + ОХх^^Щ^ + О ^ ) (15.17) 

и, таким образом, мы придем к уравнению с (/ + 1)-особенностью при 
х—»0. Отметим, что при выводе (15.17) мы дифференцируем асимптотику; 
в рассматриваемом случае это можно строго оправдать. 

Посмотрим, во что перейдут регулярное и нерегулярное решения при 
нашем преобразовании. В силу (15.6) и (15.15) 

[ У ( х , ^ ( х . Х 0 ) ] = ^ у ( Л Х ) у ( л K)dt ( 1 5 1 8 ) 

о 
и поэтому 

уЛх, X) = C(X)G ^ = | ^ _ ж ' + 2 [ 1 + 0 ( ^ ) ] . (15.19) 
I ж2<1+1)[1 + 0(же)] cfe 

^ ( я , Х) = С(Х)' 

Далее, 
[z(x, X); г/ (ж, l0)} = (2l+l)D(\)C(\){l+O(x*)} (15.20) 

и, таким образом, 

М * . Х) = ^ ± ^ % 1 + 0 ( ^ ) ] . (15.21) 

Отметим, что здесь и в дальнейшем мы используем форму (15.2) для пре­
образования регулярного решения и форму (15.12) для преобразования 
нерегулярного решения. Мы получили, что преобразование с помощью 
регулярного решения повышает /-особенность уравнения при х—>0 на 
единицу, причем регулярное решение переходит в регулярное, а нерегу­
лярное—в нерегулярное. Нетрудно убедиться, что преобразование с по­
мощью нерегулярного решения уменьшает /-особенность уравнения на 
единицу, причем опять сохраняется свойство регулярности соответствую­
щих решений. 

Чтобы в результате подобного рода преобразований получить уравне­
ние с такой же /-особенностью, как и исходное, надо последовательно 
провести два таких преобразования, первый раз с помощью регулярного 
решения исходного уравнения, а затем с помощью нерегулярного решения 
полученного уравнения. Оказывается, что преобразования, которые мы 
строили в § 12 и 13 с помощью уравнения Гельфанда — Левитана, можно 
получить таким образом. Покажем это на примере преобразования двух 
операторов, спектры которых отличаются на одно дискретное собственное 
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значение. Будем рассматривать уравнение типа (1.1) с потенциалом, 
удовлетворяющим условию (1.2) и считать, что соответствующий опера­
тор L не имеет точек дискретного спектра левее X == — (В*. Возьмем неко­
торое Р > Р0. При нашем условии решение <f0{x)=-<p(x, ф) нигде не обра­
щается в нуль, кроме, конечно, ж = 0. Проведем преобразование (15.2) 
с помощью этого решения. Преобразованное уравнение будет иметь при 
х—^0 /-особенность с 1=1. Функция 

X 

^ ( i ) =^[1 + cS f ! ( i )*] (15-22) 
0 

будет нерегулярным решением преобразованного уравнения. Производя 
преобразование с помощью этого решения, мы придем к уравнению, 
которое не будет иметь особенности при х—>0. Подсчитаем его потенциал 
и соответствующее решение <р2 (х, к). Для этого надо объединить формулы 

* (*• к) = [ % ^ й ' = ,ТЬ) U С *> ?о (0 dt, (15.23) 
о 

T, f r * ) " ' Т 1 ( \ У ' ( * ) ] , (15-24) 

% (ж) = - 2 r£ In 9 о И - 2 ^ In ф, (х). (15.25) 

Мы приходим к следующим результатам: 
х 

? а (ж, А) = ? (ж, А) ^ J ? (*, к) ?0 (0 Л , (15.26) 

о 

д?(Ж)=-2^1п(1 + с5?;(Ол)- (15-27) 

0 

Эти формулы совпадают с формулами (12.14), (12.15). Таким образом, мы 
непосредственной проверкой убедились, что функция ср2 (х, к), определяе­
мая этими формулами, является решением уравнения типа (1.1) с потен­
циалом, определенным по формуле (15.26). 

Чтобы оправдать недоказанное утверждение § 13, надо произвести 
следующие преобразования: исходное уравнение преобразуется с помощью 
решения <р (х, zj3) и затем полученное преобразуется с помощью решения 
fi(x9 га), которое получилось из решения / (х, ia) исходного уравнения 
при первом преобразовании. Объединяя формулы 

* (*> * > = [ j k ' + % i % : ^ = J W W I * ( t > k ) ? ( t > ^dt' (15-28> 
0 

h {x> b) = Ug'i'H^*'1™ = -^Цг, . (15.29) 
11 v ' ' (S — a2) cp (а?, ф ) ср (х, ф ) ' v 7 

? i ( x , *) = [ ? l ( ^ ; ^ ' ' a ) ] , (15.30) 

Д7(*) = - 2 g i n ? (я, ip)-2^-2lnfl(x, ia), (15.31) 
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мы получаем, что функция 
/ 7 \ / 7 \ J (x, to) [ф (#> к); ср (х, iB)l /* г 0 0 \ 

Та (ж, Л) = 9 (ж, Л) - V ( : C ) fe^ (15.32) 
является решением уравнения типа (1.1) с потенциалом 

д2(х) = q(x)-2^2lnW (х) = q(г)-2 g-a In [ / { x ' ^ 1 * ' т , (15.33) 

оправдывая тем самым утверждения § 13. 
Применим теперь полученные свойства преобразования для доказа­

тельства теоремы 14.1. Преобразование с помощью любого регулярного 
решения изменяет /-особенность уравнения только при х—>0. Поведение 
добавки к потенциалу Ад (ж) при х —•> со может быть различным в зависи­
мости от положения параметра X на комплексной плоскости. Так, в рас­
смотренных до сих пор примерах соответствующие добавки убывали экспо­
ненциально при х—>оо. Однако существуют такие решения, которые оди­
наковым образом изменяют особенность уравнения как при х —>0, так 
и при х—> со. Это решение уравнения (15.1) при Х = 0. Если считать,, 
что при х —> со 

q(x) = '^p± + 0(J-), S>0, (15.34) 

то с помощью уравнений типа (14.10) и (14.11) можно показать, что регу­
лярное решение при ж—^оо имеет асимптотику 

у(х, 0) = C ^ + 1 [ 1 + 0 ( ^ ) ] , (15.35) 

а среди нерегулярных решений имеется такое z(x, 0), что при х—> со 

z(x, O) = £ [ l + 0 ( 3 ) ] . (15.36) 

При преобразовании с помощью этих решений 

^ ( * ) = - 2 ^ 1 n j , ( * , в ) ^ + 0 ( ^ ) , (15-37) 

&q(x)=-2£tlnz(x, 0)= - | + о ( - ^ ) , (15.38) 

и, таким образом, они обладают требуемым свойством одинаково изменять 
особенность уравнения при х—>0 и х—»оо. Посмотрим, как меняется 
^-функция при преобразовании с помощью этих решений. Нетрудно про­
верить, что функции 

'"-(-. *)-""'^V.'5°" (,5'40) 

имеют при х —> со асимптотику 
/ ( i ± 1 )(x, /c ) -e i f e x +o(l ) (15.41) 

и являются, таким образом, решениями типа /(D(x, к) преобразованных 
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уравнений. Функция М (к), определяющая ^-функцию, участвует в асимп­
тотике решений типа /(/) (х, к) при х —> 0: 

/«>(*, k)\^0 = 12=p±ilM (k)[l + 0(z*)]. (15.42) 

Но для f(U»(x, к) и fa-»(x, к) в силу (15.20) получаем 

/"+»(*, A) |^o = - ( 2
( ^ " il+1M(k)[l + 0(xn (15.43) 

fl~" {*, к) U o = ^ f f i ' - W (A) [1 + 0 (»•)]. (15.44) 

Таким образом, мы получили, что при преобразовании с помощью реше­
ний у(х, 0) и z(x, 0) М, а следовательно, и ^-функция не изменяется. Это 
утверждение вместе с формулами (15.17) и (15.37), (15.38) для асимпто­
тики потенциала при х—>0 и х —> со доказывает теорему 14.1. 

Дополнение 
(замечания и литературные указания) 

§ 1. Доказательство лемм 1.1 — 1.3 и 1.5 имеется в работе Левин-
сона [6]. Некоторые утверждения доказаны в работах [27] и [28]. Случай 
М(0) = 0 подробно рассмотрен Марченко и Аграновичем [29], [30]. 

§ 2. Теорема полноты собственных функций оператора L в форме (2.6) 
доказана Левинсоном [6] для случая отсутствия дискретного спектра. 
Общий случай рассмотрен Джостом и Коном [9]. 

§ 3. Вопросу об асимптотике при больших \t\ для решения нестацио­
нарного уравнения Шредингера посвящено большое количество работ как 
физиков, так и математиков. Нестрогое доказательство существования 
пределов оператора U(0, t) = е{ие~{ьо* при t—> ± оо, типичное для физи­
ческих работ, приведено, например, в обзоре Геллмана и Гольдбергера [31]. 
Из математических работ прежде всего надо назвать работу Фридрихса [23], 
который доказал существование пределов U (0, ± оо) и унитарность пре­
дельных операторов для широкого класса невозмущенных операторов L0u 
возмущений V в предположении малости V. Формальное изложение его 
методики приведено в работе Мозеса [32]. Для оператора — &u + q(x)u 
во всем трехмерном пространстве Кук [33] доказал существование пре­
делов 1/(0, ± оо) при единственном предположении, что q (x) квадратично 
интегрируема по всему пространству, однако он не исследовал вопрос об 
унитарности оператора S=U(0, ос)* U (0, — оо). В работе О. А. Ладыжен­
ской и Л. Д. Фаддеева [34] в формализме Фридрихса снимается основное 
ограничение малости возмущения V и доказывается унитарность оператора S. 

Теорема 3.1 при тех ограничениях на потенциал q(x), которые мы 
накладываем, не следует из результатов этих работ. Приведенное элемен­
тарное доказательсто использует конкретные свойства рассматриваемого 
примера и не переносится на другие задачи. 

§ 4. Представление решения <р(х, к) в виде (4.3) впервые получено 
и использовано А. Я. Повзнером [35] и Б. М. Левитаном [36]. Представ-
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ление (4.2) для f(x, к) получено Б. Я. Левиным [37] и первый вывод фор­
мулы (4.2) повторяет его рассуждения. Описанный вывод интегральных 
уравнений (4.4), (4.5), а также оценки (4.7), (4.8) принадлежат 3 . С. Агра­
новичу и В. А. Марченко [29], [30]. 

Теорема Титчмарша, упомянутая нами, может быть сформулирована 
следующим образом: Для того чтобы Ф (х) была пределом при у—>0 ана­
литической в верхней полуплоскости функции Ф (z) = Ф (х -\- iy) такой, что 

\<&(x + iy)\2dx = 0(e~2kv), 

необходимо и достаточно, чтобы 
00 

т ( г ) = 1 \ <&(x)e-ixtdx=0, t<k. 
—оо 

§ 5. Общая концепция операторов преобразования, как уже отмечалось, 
разработана Фридрихсом [22], [23]. Ряд обозначений и доказательство 
теоремы 5.2 взято из статей Кэя и Мозеса [18], [20], которые применили 
методику Фридрихса к решению обратных задач. 

Из формулы (5.15) для ^-функции следует, что S (к), вообще говоря, 
не продолжается на комплексную плоскость /с, так что предположение 
Гайзенберга о возможности определения дискретных уровней по аналити­
ческому продолжению ^-матрицы в рассматриваемом примере не оправды­
вается. Этот факт отмечен Джостом [27]. 

Дифференциальное уравнение (5.25) с условиями (5.24) является 
исходным пунктом для доказательства существования ядра К (х, у) 
в работе И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана [12]. Из этого уравнения без 
труда можно получить интегральное уравнение (4.4). Л. А. Чудов [64] 
предложил использовать нелинейное уравнение, получающееся из (5.25) 

заменой q(x) на 2 -- К (х, х) для решения обратной задачи, причем задание 

^'-функции определяет для этого уравнения данные Коши при больших х. 
§ 6. Метод установления связи между функциями W(к) и S(k), осно­

ванный на применении теоремы Винера —Леви принадлежит М. Г. Крей-
НУ [16], [38]. Теорема Винера —Леви формулируется следующим образом. 
Пусть функция Ф (z) аналитична в области D и функция F (X) такова, 
что кривая 2 = JP(X) ( — о о < Х < о о ) лежит внутри D. Тогда, если F (к) 
представима в виде 

оо 

F(\) = C+ \ f{t)e^tdt, 
— ОО 

где / ( / ) —абсолютно интегрируема, то Ф(/?(Х)) также обладает этим 
свойством. 

Формула (6.9) получена Левинсоном [6] и носит название формулы 
Левинсона. 

§ 7. Приведенная связь ядер К (х, у) и А (х, у) в литературе нигде 
не появлялась. 
8 Успехи матем. наук, т. XIV, вып. 4 
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§ 8. Первый вывод уравнения (8.5) взят из работы Кея и Мозеса [18]. 
Вывод общего уравнения (8.14) повторяет рассуждения работы И. М. Гель-
фанда и Б . М. Левитана [12]. 

§ 9. Доказательство разрешимости уравнения (8.14) взято из работы 
Джоста и Кона [13] и в значительной степени повторяет рассуждения 
работы И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана [12]. Дальнейшее изложение 
с некоторыми изменениями воспроизводит рассуждения Кэя и Мозеса [18]. 

§ 10. Исследование свойств потенциала q(x) взято из монографии 
3 . С. Аграновича и В. А. Марченко [30]. Различные результаты о связи 
свойств функций W (к) или S (к) и потенциала q(x) были получены 
М. Г. Нейгауз [39], Фридманом [40], Джостом [41], Ньютоном [42], однако 
из формул (10.11) и (10.24) следуют более полные результаты. 

§ 11. Методика М. Г. Крейна изложена в серии статей [43], [44], [16], 
[45] в ДАН СССР (см. также лекции, прочитанные в МГУ в 1956 — 1957 гг.). 
В обзоре приведены только некоторые результаты. Дифференциальная 
система (11.19) является исходным пунктом методики М. Г. Крейна. 

§ 12. Формула (12.14) для добавки к потенциалу получена Джостом 
и Коном [13]. Простейшая формула для решения <р(х,к) типа (12.15) 
(для случая т=1) приведена М. Г. Крейном (16). 

Теорема 12.1 в части необходимых и достаточных условий принад­
лежит В. А. Марченко и 3 . С. Аграновичу [29], [30]. 

§ 13. При решении уравнения (13.5) мы следуем работе Фултона 
и Ньютона [46], которые ссылаются на работу Баргмана как источник 
используемого метода. Формула (13.25) носит название формулы Баргмана. 
Формулы типа (13.26) для решения <р(#, к) приводятся Тейсом [47]. 

Другой подход к задаче развит М. Г. Крейном для случая М1(к) = 1. 
Полученные результаты окончательно сформулированы в [48], причем при­
веденные там формулы проще, чем (13.25) и (13.26), но обобщение их на 
случай Мх (к) ф 1 не получено. 

§ 14. Основные свойства решений уравнения (14.1) при / > 0 получены 
Левинсоном [6], Джостом и Коном [13] и Ньютоном [49]. Переносу резуль­
татов Гельфанда и Левитана на случай уравнений с особенностью при х = 0 
посвящены работы В. В. Сташевской [50] и В. Я. Волка [51]. Теорема 14.1 
получена В. А. Марченко (доложено на заседании Харьковского математи­
ческого общества в апреле 1956 г.). 

§ 15. Впервые преобразование типа (15.2) применено Крамом [52], 
который использовал его для перестройки дифференциального оператора 
на конечном промежутке в оператор, имеющий на одно собственное значе­
ние меньше, чем исходный. М. Г. Крейн [48] развил метод Крама и при­
менил полученные результаты для полной характеристики спектральной 
функции уравнения с особенностью у потенциала типа ^ при х = 0. 
В. А. Марченко применил аналогичное преобразование для исследования 
связи S функции и потенциала типа 

со 

q(x) = q1(k)+ ( J2
] , ^ xi±*\q1(x)\dx< со. 

о 
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Изложение в обзоре несколько отличается от методов упомянутых выше 
авторов. 

Интересно отметить, что, поскольку мы проверяем формулы (12.14)г 

(12.15) и (13.25), (13.26) алгебраическим путем без ссылок на теорию 
общего уравнения Гельфанда —Левитана, они остаются в силе и при ком­
плексных значениях параметров *n, Cn, at и t3 r Соответствующий потен­
циал является, вообще говоря, комплексной функцией и имеет особенности 

типа ^ ' J в тех точках, где | |F (# ) | | = 0 или | | FF (x ) | | =0 , если такие 

имеются, причем т — кратность нуля || V (х) || или || 1^(^)1!. Этот факт 
отмечался М. Г. Крейном [16] и Тейсом [47]. 

Остановимся кратко на различных обобщениях рассмотренной в обзоре 
задачи. При рассмотрении многих формул основного текста становится 
ясно, что они остаются с соответствующими изменениями, справедливыми 
для случая, когда рассматривается система уравнений, являющаяся мат­
ричным обобщением уравнения (1.1): 

-Y"+Q(x)Y = k2Y. 
Здесь Q (х) — вещественная симметричная матрица. Решения <р (х, /с), /(ж, к) 
и функции W (/с), М (к) и S (к) становятся в этом случае матрицами. 
Поэтому следует обращать внимание на порядок сомножителей при обоб­
щении рассмотренных формул на матричный случай. Матрица M(s) анали-
тична в верхней полуплоскости z > 0 и сингулярна в точках, соответствую­
щих дискретному спектру. Матрицы W (к) и S (к) связаны с ней по фор­
мулам 

W {к) - М {куЧГ ( - к)-\ S(k) = M(-k) ЛГ (fc)~\ 
где Mz (к) — транспонированная матрица. Подобные системы изучались 
Джостом и Ньютоном [53], М. Г. Крейном [45], 3. С. Аграновичем 
и В. А. Марченко [29], [30]. Основное затруднение заключается в перене­
сении на матричный случай рассуждений § 6. Вследствие некоммутативности 
матриц явные формулы, приведенные там, уже не имеют места и для реше­
ния задачи о связи матриц W (к) и S (к) приходится обращаться к изуче­
нию интегральных уравнений типа 

оо 

K(t)=F(t)+ \ F(t + s)K{s)ds. 
о 

В. А. Марченко и 3. С. Агранович получили необходимые и достаточные 
условия на ^-матрицу, соответствующую матрице-потенциалу Q (х) из 
определенного класса, в терминах подобных интегральных уравнений. 
Задача формулировки эффективных условий непосредственно в терминах 
^-матрицы еще ждет своего решения. 

Ньютон [49] и 3 . С. Агранович и В. А. Марченко [54], [30] рассмат­

ривали систему, в которой потенциал имеет особенности типа ——\ оар; 
3 . С. Агранович и В. А. Марченко для изучения такой системы сводят ее 
к регулярной, используя обобщение преобразования типа, описанного в § 15. 

8* 
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Обратная задача для систем рассматривалась главным образом с целью 
подсмотреть, какие средства понадобятся для решения обратной задачи 
для уравнения Шредингера во всем трехмерном пространстве 

— Аи -f q (х) и = к2и 

с убывающим по всем направлениям потенциалом. Однако эта задача 
имеет существенное отличие от рассмотренных до сих пор. Дело в том, 
что ^-матрица в этом случае определяется так называемой амплитудой 
рассеяния f (к; а, р), зависящей от волнового числа / с ( 0 < & < со) и двух 
единичных векторов а и р. Таким образом, ^-матрица зависит от большего 
числа параметров, чем потенциал q(x), который можно считать функцией 
расстояния г ( 0 < 7 * < с о ) и одного единичного вектора. В этом смысле 
задача является переопределенной и следует искать нетривиальные свой­
ства *У-матрицы, которые уменьшали бы количество параметров, от которых 
она зависит. 

Простейшей задачей, где встречается аналогичная ситуация, является 
задача восстановления по -^-матрице убывающего потенциала в одномерном 
уравнении Шредингера: 

— y" + q(x)y = k2y ( — оо <х < со). 

^-матрица является в этом случае двухрядной матрицей 

(^(к) s12(k)\/a(k) b(k)\ 
( ' W(k) sa(k)J \b(k) с (к))' 

ж вследствие условия унитарности определяется заданием трех веществен­
ных функций к ( 0 < & < со). Можно считать, что потенциал задается двумя 
вещественными функциями х (0<^х < со). 

Обратная задача в этом случае рассматривалась Кэем и Мозесом [20], 
[21] (как пример, иллюстрирующий их общий подход к обратной задаче) 
и автором [55]. В работе [55] показано, что дополнительное условие на 
5-матрицу следует из аналитичности коэффициента Ь{к) в верхней полу­
плоскости z > 0. Вследствие этого условия вся ^-матрица (и потенциал) 
определяются по одному из коэффициентов а (к) или с (к), в качестве кото­
рых можно брать весьма произвольную функцию. Заметим, что восстанов­
лением уравнения на всей оси с произвольным потенциалом по его спек­
тральной матрице-функции занимался А. Ш. Блох [63]. 

В трехмерном случае также ряд элементов ^-матрицы обладает свой­
ством аналитичности. Доказательство этого факта в связи с так наывае-
мыми дисперсионными соотношениями получено в работах Хури [56] 
и автора [57]. Однако эти условия не снижают достаточно числа парамет­
ров, от которых зависит ^-матрица. 

В связи с этим интересно отметить постановку обратной задачи для трех­
мерного случая, предложенную Мозесом [58]: потенциал q (x) должен опре­
делиться по амплитуде рассеяния назад g(k, а) = f (к; а, —а), когда век­
тор а пробегает полусферу. Эти данные, а именно две вещественные функ­
ции к ( 0 < А : < о о ) и а, пробегающего полусферу, содержат столько же 
параметров, сколько и потенциал. Весьма правдоподобно, что процедура 
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Мозеса сходится при достаточно малых g(k, а) , которые в остальном м о г у т 
быть весьма произвольными функциями. 

Имеется ряд работ, в которых обратная задача решается д л я реляти­
вистских уравнений, когда они сводятся к обыкновенным уравнениям. 
Уравнение , полученное разделением переменных в уравнении К л е й н а — 
Гордона, изучено Коринальдези [59] . Одномерное уравнение Д и р а к а р а с ­
смотрено Кэем и Мозесом [60], Толлем и Пратсом [61] и Верде [65]. Во всех 
этих работах устанавливается связь между потенциалом и асимптотиче­
ской фазой, заданной к а к при положительных, т а к и при отрицательных 
энергиях . Эти данные т а к ж е , к а к и в описанных выше задачах , з ависят 
от большего числа параметров , чем потенциал . К о р р е к т н а я постановка 
задачи для радиального релятивистского уравнения до сих пор не п о л у ч е н а . 

Поступило в редакцию 12 февраля 1959 г. 
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